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Előszó 


A feladatgyűjtemény közel 500 a valószínűségszámítás témakörébe eső feladatot 
tartalmaz, részletes megoldással. A könyv négy nagy fejezetre tagolódik: 

Az I. fejezet feladatai a valószínűségszámítás olyan alapfogalmaival kapcso- 
latosak, mint a véletlen kísérlet, esemény, klasszikus valószínűség, geometriai 
valószínűség, a valószínűség törvényei. A megoldásokhoz többnyire elegendő a, 
középiskolai matematika ismerete, mint pl. az elemi kombinatorika, a geomet- 
ria, az algebra és némi analízis. 

A II. fejezet a valószínűségi változókról szól. Az itt található feladatok meg- 
értéséhez és megoldásaihoz már a nevezetes diszkrét és folytonos eloszlások, az 
eloszlásfüggvény, a várható érték, a szórás és ezek tulajdonságai ismeretére is 
szükség van. 

A III. fejezet valószínűségi változó együttes eloszlásával kapcsolatos. Az itt fel- 
használt fogalmak: együttes eloszlásfüggvény, vetületi eloszlások, függetlenség, 
kovariancia, korrelációs együttható, regresszió. 

A IV. fejezetben a nagy számok törvényeire, a, határeloszlás tételekre, a mate- 
matikai statisztika elemeire és a diszkrét, homogén Markov-láncok fogalmaira 
építkezünk. A fejezet egyes statisztikai feladatainak megoldásához szükség van 
bizonyos eloszlásokhoz tartozó kritkikus értékekre. Régebbi könyvekben ezt 
általában a függelékben elhelyezett táblázatok közlésével oldották meg. Pél- 
datárunkban ettől eltérő megoldást alkalmazunk. Megadjuk, hogyan lehet a 
Microsoft Excel programmal a megoldáshoz szükséges megfelelő kritikus értéket 
előállítani. 

A feladatgyűjtemény a BME ötéves és BSc műszaki informatikus hallgatók ok- 
tatása során évtizedek alatt felgyűlt zárthelyik, vizsgasorok alapján állt össze. 
A feladatok zöme évekig letölthető volt a tantárgy honlapjáról is, a gyakorlatok 
ezek köré a feladatok köré szerveződtek. Hallgatóink sokszor kifogásolták, miért 
nem rakjuk fel a netre a feladatok megoldásait, mert ez nagyban segítené őket 
a felkészülésben. Nos, ezt most ebben a példatárban megtesszük! Azonban azt 
fenntartjuk, hogy a tartalom csak akkor hasznosul igazán, ha az olvasó magától 
jön rá a megoldásra, és hátra csak akkor lapoz, ha le akarja ellenőrizni, hogy jól 
gondolta-e a dolgokat... 

A könyvben olvasható feladatok jelentős része valamilyen külső forrásból szár- 
mazik, az eredeti feladatot főleg jelöléseiben alakítottuk át az egységesség miatt. 
A feladatok egy másik részét mi találtuk ki valamilyen számonkérési példasor 
összeállítása alkalmából. Az eredet szempontjából az idézett feladatokat köz- 
kincsnek tekintettük, mint ahogy a népdalokat is annak szokás tekinteni. Az 
eredeti , szerzők" általában a távoli múlt homályába vesznek, a népdalokat feli- 
dézők pedig áthangolják, áthangszerelik, csoportosítják azokat izlés szerint. Mi 
is természetesnek vesszük —sőt örülünk neki és számítunk is rá—, ha az oktató 
kollégáink fel fogják használni példatárunkat munkájukban és ajánlani fogják 
hallgatóiknak. 

A megoldásokat a feladatok tagolásával megegyező bontásban igyekeztünk hiba- 
mentesen közölni. Amennyiben azonban az olvasó valahol mégis hibát fedezne 
fel, esetleg alternatív megoldást ismer, írjon nekünk a kelaG€cs.bme.hu vagy a 








martidcs.bme.hu e-mail címekre. Ígérjük, hogy a könyv egy későbbi bővített 
kiadásában az észrevételeket figyelembe fogjuk venni. 

A feladatok szövegei közé a tartalomhoz -sokszor csak laza asszociációval- kap- 
csolódó rajzokat, karikatúrákat, illusztrációkat, vicceket, aforizmákat is beillesz- 
tettünk. Ezektől a betétektől azt reméljük, hogy kissé fel fogja vidítani az 
olvasót, és talán oldja azt a , természetes idegenkedést" amelyet egy ilyen tar- 
talommal való találkozásnál a diákok általában érezni szoktak. Hiszünk abban, 
hogy akinek van humorérzéke, annak feladat-megoldó érzéke is van! 

A példatár forgatásához sok sikerélményt kívánunk! Reméljük hathatós segít- 
séget nyújtunk a valószínűségszámítás tantárgy sikeres teljesítéséhez és talán 
megszerettetéséhez! 

Végezetül megköszönjük Buzga Viktor informatikus hallgató áldozatos munká- 
ját, amit a könyv szövegszerkesztésében végzett. Köszönjük mindazoknak is a 
segítségét, akik tanácsokkal, észrevételekkel járultak hozzá a végleges szöveghez! 


Budapest, 2011. július. A szerkesztők 


I. fejezet. Elemi valószínűségi feladatok 


Kulcsszavak Il: 


Véletlen kísérlet, esemény, eseményalgebra, valószínűség, feltételes valószínűség, 
események függetlensége, klasszikus valószínűség, geometriai valószínűség. 


Háy ! 


1.2 
I.3 


I.4 


1.5 
1.6 


LT 


I.8 


1 S 


Legyen A, B € $ azaz legyen A, B tetszőleges esemény. Adja meg a leg- 
bővebb olyan C eseményt, melyre A - C — A: B teljesül! 


Legyen A, B c $. Adja meg az A, B-t tartalmazó legszűkebb g—algebrát! 


Legyenek 41, Az, . . . , Án € 9 tetszőleges események. Bizonyítsa be, hogy 
B fáj Ay resés 4.) ZPTAÓDTPTAj breet Pá mm 1] 


Bizonyítsa be, hogy minden A, B € $ esetén vsz 
IP (AB) — P(AO)I £ P(BAC) , ahol BAC — BC3 BC! 


Bizonyítsa be, hogy minden A, B € $ esetén, P(ABJ—P(A)P(B) s Ed 


a.) Bizonyítsa be, hogy minden A, B € $ esetén P(AB)P (AB) £ 5! 
b.) Mutassa meg, hogy tetszőleges A, B, C eseményekre 
P(4AB) —P(AC) SP (BC - BO)! 


a.) Bizonyítsa be, hogy minden A, B € $ esetén 

P(AAB) — P(A) -HP(B) —2P(AB)! 

b.) Igazolja, hogy tetszőleges A, B eseményekre. 

(P(A 3- B))? 4 (P(A - B))? — (P(A))? a (P(B))? 3-2 - P(IAB)P(BA) 


a.) Bizonyítsa be, hogy minden A, B, C € $ esetén 
P(4AB) 1 P(AC) — P(BCO) £ P(A)! 

b.) Igazolja, hogy tetszőleges A, B, C eseményekre 
P (ANBŐ) 4 P(ACWB) — P(AB) 4 P (AC)! 


Bizonyítsa be, hogy minden A, B, C € $ esetén 
P(A-- BC) —P(ABC) 2 P(BAC)! 


Bizonyítsa be, hogy minden A, B, C € $ esetén 
P(AAB) £ P(AMNC) - P(BAC)! 


Bizonyítsa be, hogy ha P (A) — 0,9 és P(B) — 0,8, akkor P(AB) 2 0, 7! 


A K kísérlet abban áll, hogy véletlenszerűen kiválasztunk egy n elemű 
permutációt. Ezt megtehetjük pl. úgy, ha egy kalapból egymás után - 
visszatevés nélkül - kivesszük a számokat tartalmazó cédulákat. Jelentse 
A:j azt az eseményt, amikor a kiválasztott permutációban az 1-edik elem 
a j-edik helyen áll. Fejezze ki A;j-k segítségével az alábbi eseményeket: 
A: ,az első elem a másodiktól balra áll , 

B: ,az első elem sorszáma legfeljebb 77. 








I.183 


I.14 


I.15 


1.16 


[.17 


1.158 


I.20 


Legyenek 41, A2,....An € $ és A — B Ai Állítsuk elő A-t egymást 


1-1 
kizáró események összegeként! 


Egy egyetemi évfolyamon a lányok közül 60-nak a haja barna, 40-nek a 
haja és a szeme is barna, 110 lánynak a haja és a szeme közül legalább az 
egyik barna. Hány barnaszemű lány van az évfolyamon? 


Egy kávéautomata 100 Ft-os érmékkel működik. Egy tetszőleges 100 Ft- 
os érmét 0,98-as valószínűséggel fogad el. Az automata kijelzője mutatja, 
hogy még 4 adag kávé van benne. Négyen állnak az automata előtt 1-1 
db 100 Ft-os érmével a kezükben, amikor odaérkezem. a.) Mekkora a 
valószínűsége, hogy jut nekem a kávéból? b.) Mekkora. annak a valószí- 
nűsége, hogy én iszom a 4 adag közül az elsőt? 


Három kockával dobunk. A: ,az összeg 77, B: ,mindegyik páros", C: 
, van közöttük hármas" . — s 
Számolja ki a P(A(B 1 €)) és P((A 4 C) B) valószínűségeket! 


Az ötöslottó (90/5) esetében, melyik lottószám lesz a legnagyobb valószí- 
nűséggel a második legnagyobb kihúzott szám? 





Az ötöslottó esetében mennyi a valószínűsége annak, hogy a következő heti 
lottószámok legnagyobbika kisebb lesz, mint a rákövetkező hét kihúzott 
számainak legkisebbike? 


Mennyi a valószínűsége annak, hogy a lottón a kihúzott öt szám közül 
nagyság szerint a középső 50-nél kisebb? 


Egy sakktáblán találomra elhelyezünk 8 bástyát. Mennyi a valószínűsége 
annak, hogy a bástyák nem ütik egymást? 





Egy sakktáblán ha elhelyezünk nyolc fehér futót, akkor milyen valószínűség- 
gel nem fogják egymást ütni! 


1.22 Feldobunk egyszerre n szabályos dobókockát. Mennyi a valószínűsége an- 
nak, hogy: 
A: az összes kockával ugyanazt az értéket kapjuk? 
B: legalább egy hatost dobunk? 
C: pontosan egy hatost dobunk? 


I.23 Egy urnában a darab fehér és b darab fekete golyó van. (a,b 3 2). Visz- 
szatevés nélkül kiveszünk két golyót az urnából. Mennyi a valószínűsége 
annak, hogy: 

A: a két golyó azonos színű? 
B: a két golyó különböző színű? 


1.24 Harminc számozott golyót rakunk szét nyolc különböző ládába. (Az elhe- 
lyezéskor bármelyik golyót ugyanakkora valószínűséggel tehetünk bárme- 
lyik ládába.) Keressük meg annak az elhelyezésnek a valószínűségét, amely- 
nél három láda üres, kettőben három golyó van, kettőben hat és egybe 12 
db golyó kerül! 


I.25 Tekintsük az összes olyan n hosszúságú sorozatot, amelyek O, 1, 2 számok- 
ból állnak. Határozzuk meg annak a valószínűségét, hogy egy véletlenül 
választott ilyen típusú sorozat: 

A: 0-val kezdődik; 

B: pont m -- 2 db 0-át tartalmaz, melyek közül kettő a sorozat végén van; 
C: pont m db 1-est tartalmaz; 

D: pont mg db 0-át, mi db 1-est és mo db 2-est tartalmaz. 


1.265 Ketten pénzfeldobással játszanak. András nyer, ha egy szabályos érme 
dobási sorozatában három fej hamarabb következik, mint fej-írás-fej soro- 
zat. Viszont Béla a nyerő, ha. mindez fordítva történik, azaz a fej-írás-fej 
sorozat előbb jön mint a. fej-fej-fej. Egyenlőek a játék nyerési esélyei? 
Milyen legyen a fej dobásának p valószínűsége, hogy a játék , fair" legyen? 


I.27 Legyen A az az esemény, hogy lottóhúzásnál mindegyik kihúzott szám nem 
nagyobb mint 50, és B pedig az az esemény, hogy mindegyik kihúzott szám 
páros. Számoljuk ki a P(4), P(B), P(AB), P(A -- B) valószínűségeket! 


I.28 Mennyi a. valószínűsége annak, hogy a lottóhúzásnál a kihúzott legnagyobb 
és legkisebb szám különbsége éppen k? (4 € k £ 89). 






A skót már napok óta kacérkodik a gondolattal, hogy lottózni kellene. 
Egyszerre két szelvényt vesz. Otthon elújságolja a feleségének, aki 
jól leszidja: 

- Normális vagy te? 

- 222 

- Két szelvényt veszel,amikor csak egy főnyeremény van ?!? 







1.29 Egy üres téglalap alakú szobában, melynek falai 10 és 5 méter hosszúak, 
leejtünk egy golyót. Mennyi a valószínűsége, hogy a golyó egy olyan pont- 








I.30 


I.31 


I.32 


I.33 


1.34 


1.35 


1.36 


1.37 


ban fog megállni, amely közelebb van a szoba egy sarkához, mint a szoba 
középpontjához? 


Egy 10 cm oldalhosszúságú négyzetrácsos hálózatra leejtünk egy 3 cm át- 
mérőjű köralakú pénzdarabot. Mennyi a valószínűsége, hogy a pénzdarab 
egy négyzet csúcsát fedi le? 





Egy 20 cm oldalhosszúságú négyzetrácsos padlózatra ledobunk egy 2 cm 
élhosszúságú játékkockát. Mennyi a valószínűsége, hogy a kocka teljes 
terjedelmével a padlózat egy négyzetében lesz? 


Mennyi a valószínűsége, hogy egy egységnyi szakaszt véletlenszerűen három 
részre törünk, a keletkező szakaszokból hegyesszögű háromszög szerkeszt- 
hető? 


Az ABCD négyzetben találomra választunk egy P pontot. Mennyi a 
valószínűsége, hogy P közelebb lesz az AB oldalhoz, mint a négyzet közép- 
pontjához? 


Egy d szélességű lécekből álló padlózatra ledobunk egy s — 2d hosszúságú 
tűt. Mennyi a, valószínűsége, hogy a tű két padlórést fog egyszerre met- 


szeni? 


szt 
—S 


Az egységkör kerületén véletlenszerűen kiválasztunk három pontot: A, B 
és C-t. Mennyi a valószínűsége, hogy a BAC szög nagyobb lesz 607-nál? 


Legyen P — (a,b) az egységnégyzet egy véletlenül kiválasztott pontja és 
p(z) — 32? — ajz b egy harmadfokú polinom. Mennyi a valószínűsége, 
hogy p(x)-nek pontosan egy, illetve pontosan három valós gyöke van? 


Találomra kiválasztunk egy P pontot az egységkör kerületén, majd egy 
0 pontot a körlapon. Mennyi a valószínűsége, hogy a 9.P szakasz hossza 
nagyobb mint 1? 
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1.38 


1.39 


I.40 


I.41 


1.42 


1.43 


1.44 


I.45 


I.46 


A (0, 2) és (0,3) szakaszokon választunk találomra egy-egy pontot, legye- 
nek ezek z és y. Mennyi a valószínűsége, hogy az xz.y és 1 hosszúságú 
szakaszokból szerkeszthető háromszög? 


A [0, 1] intervallumon találomra kiválasztunk két számot. Mennyi a valószí- 
nűsége, hogy az egyik szám több mint kétszerese lesz a másiknak? 


Válasszunk ki egy z és egy y pontot az egységintervallumban! Tekintsük 
azt a téglalapot, melynek oldalhosszai z és v. Mennyi a valószínűsége, 
hogy a keletkező téglalap kerülete nagyobb mint 2 és területe kisebb mint 
0, 257 


Vegyünk egy véletlen P — (a,b) pontot az egységnégyzetből. Mennyi 
annak a valószínűsége, hogy a p(r) — ax? — 2br -— 1 polinómnak nincs 
valós gyöke? 


Egy urnában b darab fekete és r darab fehér golyó van. Véletlenszerű- 
en kihúznak egy golyót. A kihúzott golyót és még ugyanolyan színűből 
c darabot visszatesznek az urnába. Ezt megtesszük egymás után n-szer. 
Igazolja, hogy ezek után, a fekete golyó kihúzásának valószínűsége . 

Magyar kártyával huszonegyezünk. A kártya értékei: alsó—2, felső—3, 
király—4, hetes—7, nyolcas—h—8, kilences—9, tizes—10, ász—11. Mennyi a 
valószínűsége, hogy 21-et húzunk, ha a 19-et elértiük az ötödik húzás után? 





Egy kalapban tíz cédula van, melyekre a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 számjegyek 
vannak felírva. Visszatevéssel kiveszünk két cédulát. Mennyi annak a. 
valószínűsége, hogy a számjegyek összege zi, feltéve, hogy a számjegyek 
szorzata nem nulla? (zi — 0,1,..., 18). 


Először feldobunk egy szabályos érmét. Ha. fej, egyszer, ha írás kétszer 
dobunk fel egy szabályos dobókockát. Mennyi a valószínűsége, hogy lesz 
hatos? 


Egy rekeszben 15 teniszlabda van, melyek közül 9 még használatlan. Há- 
rom játékhoz kiveszünk találomra három labdát, majd a játék után vis- 
szarakjuk azokat a rekeszbe. 


94 


I.47 


I.48 


1.49 


1.50 


T.5k 





(Nyilván, ha volt közöttük használatlan, az a játék során elveszti ezt a 
tulajdonságát.) Mennyi a valószínűsége annak, mindhárom kivételhez 1 
új és 2 használt labda kerül a kezünkbe? 


Egy szövegszerkesztő a karaktereket 7 bitbe kódolja, és ezt egy paritás- 
bittel egészíti ki úgy, hogy az 1-ek száma páros legyen. Ieszi ezt azért, 
hogy páratlan paritással hibázást észlelni tudjon. Tegyük fel, hogy nyolc 
bitet egy olyan csatornán küldi át, amely egy bitet 75 valószínűséggel ront 
el. Milyen valószínűséggel kapunk a kimeneten úgy nyolc bitet, hogy az 
hibás, de mégsem tudjuk azt észlelni? 


A vizsgázók 7590-a A szakos, 15970-a B szakos és 109-a C szakos. Annak 
az eseménynek a valószínűsége, hogy egy hallgató ötöst kap, az A szakosok 
esetében 0, 4, a B szakosoknál 0, 7, és a C szakosoknál 0,6. Ha egy sze- 
mélyről tudjuk, hogy ötösre vizsgázott, akkor milyen valószínűséggel lehet 
A, B illetve C szakos? 


Három egyforma doboz közül kettőben 2 piros, egyben 1 piros és 1 fehér 
golyó van. véletlenszerűen kiválasztunk egy dobozt, és abból egy golyót. 
Ha ez piros, mennyi a valószínűsége, hogy a dobozban maradó golyó színe 
fehér? 








Egy szabályos kockát addig dobunk fel újra és újra, amíg először hatost 
nem kapunk. Mennyi a valószínűsége, hogy eközben pontosan egyszer 
dobunk egyest? 


Egyetlen számmal lottózok. Számaim között a 40-es a középső. Az alábbi 
három esemény esetleges bekövetkezése közül melyik növeli jobban az ötös 
találatom feltételes valószínűségét ? 

A : , az első kihúzott szám a 40-es" , 

B : , kihúzták a. 40-es számot" , 

C : ,a 40-es szám a kihúzott számok között a harmadik" . 
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E.52 


Egy szabályos dobókockával addig, dobok, amíg ötöst nem kapok. Mennyi 
a valószínűsége, hogy ezalatt nem dobunk hatost? 


Bizonyítsa be, ha A, B, C teljesen független események, akkor az At B 
esemény független C-től! 


Két konkurens üzletben halat árulnak. Az "A" árus aszerint alakítja ki az 
árakat, hogy a "B" árus az előző nap mennyiért adta a halat. Reggelente 
ugyanis feldob egy kockát, és ha hatost kap, akkor alámegy 109-al a "B" 
árus tegnapi árának. Viszont, ha nem hatost kap, akkor ugyanazt írja ki 
ma reggel, amiért a konkurense tegnap árult. "B" később nyit. Neki az 
a szokása, hogy feldob egy pénzdarabot, és ha fej annak az árnak, amit 
az " A" kirakatában lát, veszi a 12099-át, ha írás akkor pedig a 807-át és 
aznap azon az árfolyamon fog árulni. Ha "B" vasárnap 10 rúpiáért árulta 
a halat, mennyi a valószínűsége annak, hogy kedden "A" is legalább 10 
rúpiáért fogja árulni? 

Egy vevő bemegy a füszerboltba, hogy halat vegyen. Felháborodottan rek- 
lamál a boltosnál: 

- Magánál 1 rúpia a hering?!1!? A szomszéd üzletben 50 fillérért hirdetik! 
- Uraságod fáradjon át a szomszédba, és vegye meg ott. . . 

- Momentán most nem kapható, azért jöttem ide. 

- Ja! Ha nálam sem lehet kapni, én is 80 fillérért hirdetem... 













A 19, 26, 54, 89, 90 számokat játszottuk meg a lottón. Legyen A az az e- 
semény, hogy az első két számot el fogjuk találni, B pedig az, hogy legalább 
három találatunk lesz. P(A 7 B) —? 





Kiválasztunk véletlenszerűen egy pontot az egységnégyzetben. Mennyi 
annak a valószínűsége, hogy a pont közelebb van egy oldalhoz, mint a. 
középponthoz? (V. ö. az I. 33 feladattal!) 


a.) András, Béla és Csaba sorsot húznak. Névsor szerint haladva vissza- 
tevés nélkül kivesznek egy-egy golyót egy dobozból, melyben eredetileg 
két fehér és egy fekete színű golyó volt. Az veszít, aki a feketét húzza. A 
húzást addig folytatják, amíg valakihez nem kerül a fekete golyó. Kinek 
mennyi rá az esélye? 

b.) Mi a feladat megoldása, ha a dobozban eredetileg 5 fehér és egy fekete 
golyó volt? 

c.) Mi a megoldás 7 fehér és egy fekete golyó esetében? 


Az egységnégyzeten kiválasztunk egy P pontot. Mennyi annak a valószínű- 
sége, hogy P közelebb van a négyzet egy átlójához, mint egy középvo- 
nalához? 


Nyári akció során söröskupakokba elhelyeztek egy-egy színes karikát az 
olimpiai szimbólumból, mind az öt színből összesen ugyanannyit. Ha 
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1.60 


I.61 


1.62 


1.63 


I.64 


1.65 


I.66 


valakinek összegyűlik mind az öt karikából legalább egy, akkor részt ve- 
het egy sorsoláson. Mennyi annak a valószínűsége, hogy a pályázáshoz k 
kupakra van szükség? 


Egy dobozban 100 dobókocka van. Külsőre mind egyformák, de az egyik 
hamis: mindig hatost dobunk vele. A többi 99 szabályos. Találomra kivéve 
egyet, legalább hányszor kell vele dobnom, hogy 909-ig biztos lehessek 
benne, hogy egy szabályos kockát vettem ki? 


Egy 10x10 cm-es négyzetrácsos hálózatra ledobunk 10 db 2 cm átmérőjű 
pénzdarabot. Mennyi annak a valószínűsége, hogy a pénzek között lesz 
olyan, amelyik lefedi valamelyik négyzet csúcsát? (V.ö. az I. 30 feladat- 
tal!) 


Egy teherautó 100 láda tojást szállít, mindegyik ládában pontosan 1000 
tojással. Szállításkor minden tojás 0,001 valószínűséggel összetörhet (a 
többitől függetlenül). A megrendelő akkor vesz át egy ládát a szállítótól, 
ha a ládában lévő összetört tojások száma nem haladja meg a 10-et. Meny- 
nyi annak a valószínűsége, hogy legfeljebb két ládát nem fognak átvenni? 





Az egységnégyzeten egymástól függetlenül kiválasztunk 10 pontot. Ezek 
közül vegyük azt, amelyik legközelebb esik az origóhoz. Mennyi annak a 
valószínűsége, hogy ez a legrövidebb távolság 3-nél kisebb? 


Az ötöslottó esetében mennyi a valószínűsége annak, hogy több néggyel 
osztható lottószámot húznak ki, mint hárommal oszthatót? 


Sörös Ivó a nap kétharmadát a falu valamelyik vendéglátóipari egységében 
tölti. Az öt kocsma közül átlagosan mindegyikben ugyanannyi időt tölt 
el. Egy fontos üzenetet akarunk neki átadni, sorra vesszük tehát a lehet- 
séges helyszíneket. Már négy kocsmában voltunk, de egyikben sem volt. 
Mekkora valószínűséggel találjuk meg az ötödik kocsmában? 





A 32 lapos magyar kártyacsomagból kihúzunk hat lapot. Mennyi annak a 
valószínűsége, hogy e hat lap között mind a négy szín előfordul? 
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T.T2 
I.78 


I.74 


T.r5 


Három kockával dobunk. Feltéve, hogy a dobott számok között nincsen 
két egyforma, mennyi a valószínűsége, hogy legalább az egyiken hatos van? 


Négyszer feldobunk egy szabályos pénzérmét. 

A : az első két dobás fej, 

B : az utolsó két dobás írás, 

C : az első dobás megegyezik az utolsóval. 

Számolja ki a P(A-7- B ] C 7 B) feltételes valószínűséget! 


Két kockával addig dobunk egyszerre, amíg mindkét érték azonos nem 
lesz. Mennyi a valószínűsége, hogy legfeljebb tízszer kell dobni? 


Egy dobozban összesen 1000 fehér és fekete golyó van. Nem ismert a 
fehér és fekete golyók aránya. Visszatevés nélkül kivettünk 100 golyót, 
és azt tapasztaltuk, hogy közöttük 72 fekete és 28 fehér volt. Mekkora 
ekkor annak a feltételes valószínűsége, hogy a fekete és fehér golyók aránya 
eredetileg 7:3 volt? 


Egy lakótelepen csótányirtást végeztek. Az első vegykezelés még a csó- 
tányok 607-át irtja ki, de utána a csótányok egyre inkább immunissá 
válnak, így másodszorra már csak 4099-uk, harmadszorra pedig csak 209- 
uk pusztul el. Mennyi a valószínűsége, hogy egy megjelölt csótány 

(a) átvészeli a teljes eljárást? 

(b) az utolsó irtáskor pusztul el? 

(c) túléli a kezelést, ha az első kezelés után még látták élve? 





Igazolja, hogyha P (4) — 0,8 és P(B) — 0,9, akkor Fi ZPTAlB)á s! 


Legyenek P(4A) — P(B) — p. Tegyük fel, hogy A és B függetlenek. 
Határozza meg annak az eseménynek a valószínűségét, hogy az A és B 
közül csak az egyik fog bekövetkezni! 


Az I. dobozban egy piros és egy fehér, a II. dobozban két piros és egy fehér 
golyó van. Feldobnak egy kockát. Ha a dobás eredménye nem nagyobb, 
mint kettő, a II. dobozból, különben az I. dobozból húznak ki két golyót 
visszatevéssel. Ha tudjuk, hogy mindkétszer pirosat húznak, akkor melyik 
dobozból húzásnak nagyobb a feltételes valószínűsége? 


Valaki addig dob ismételten egy kockával, amíg két egymás utáni dobás 
azonos nem lesz. Mennyi annak a valószínűsége, hogy ehhez 6 dobásra 
van szüksége? 
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Egy 5 cm-es szakaszon véletlenszerűen megjelölünk két pontot. Mennyi 
annak a valószínűsége, hogy a keletkező három szakasz között lesz 1 cm-nél 
rövidebb is? 


Igazolja, hogy tetszőleges A, B, C eseményre Zé 
P(A3B4CY4(1—PI(IA)-(1—PTB[I4)) (1—P(CIB-Aj) —1. 


Három kockával dobunk. Ha 12 lesz az összeg, akkor mekkora valószínű- 
séggel lesz a dobott értékek között hatos? 


Hány véletlenszerűen kiválasztott emberre van ahhoz szükség, hogy kö- 
zülük legalább egynek legalább 1/2 valószínűséggel ugyanaznap legyen a 
születésnapja, mint nekem? 


Van-e olyan A és B esemény, ahol P(AIl B) 20,9és P(B] A) 2017 


Nem tudom, hogy egy dobozban mennyi fekete és mennyi fehér golyó 
van, csak azt, hogy van 6 piros golyó is benne. Megmondták, hogy a 
, fehéret vagy feketét húzok" eseménynek 3, a , pirosat vagy feketét húzok" 
eseménynek pedig Ai a valószínűsége. Mennyi fehér golyó van a dobozban? 


ZS SZESEVES ELETRE SEN AE Tf é éle: EB E AAN ÉKE r e e stét 
Egy bináris csatornán z valószínűséggel adnak A jelet és § valószínűséggel 


B jelet. Az A-t 11111-el, a B-t 00000-el kódolják. A zajos csatornán 
átküldve a jeleket, minden bit a többitől függetlenül 0,6 valószínűséggel 
az ellenkezőjére változhat. A vételi oldalon úgy dekódolnak, hogyha az 
öt vett jelben több az 1-es A-t, különben B-t vesznek. Mennyi annak a 
valószínűsége, hogy a vételi oldalon helyesen dekódolják a jeleket? 


Egy gépjármű-biztosítótársaság az ügyfeleit három osztályba sorolja: jó 
vezető, átlagos vezető, rossz vezető. A társaság tapasztalata alapján a 
jó, átlagos és rossz vezetők 0.05, 0.15, illetve 0.3 eséllyel lesznek baleset 
részesei egy év alatt. Hogyha az ügyfelek 207-a jó vezető, 5070-a átlagos 
vezető, és 307-a rossz vezető, hány százalékuk lesz baleset részese a jövő 
év folyamán? Hogyha egy adott ügyfélnek nem volt tavaly balesete, milyen 
valószínűséggel jó, átlagos illetve rossz vezető? 


Egy 10 cm szélességű deszkalapokból készített padlózatra leejtünk tíz 5 
cm hosszúságú tűt. Mennyi annak a valószínűsége, hogy közülük éppen 
kettő fog metszeni padlórést? (V.ö. az I.34 feladattal!) 


Bizonyítsa be, ha az A, B eseményekre teljesül P (4) P(B) 7 0, 853, akkor 
P(AB) 5 0, 7. 


Egy szórakozott polgár elfelejtette bankkártyájának személyi azonosító 
(PIN) kódját, csak abban biztos, hogy a négy számjegy között pontosan 
két hármas volt, és az első jegy biztosan nem a nulla volt. Ha tíz másod- 
percenként beüt egy lehetséges variációt, akkor mennyi az esélye annak, 
hogy egy órán belül eltalálja a helyes azonosító számot? 
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Igazolja, hogy tetszőleges A, B események esetén 
4P(4AB)(1—P(A7- B)) — 1. 


Két urna közül az egyikben 5 fekete és 7 fehér, a másikban 3 fekete és 8 
fehér golyó van. Az elsőből találomra átrakunk egyet a másodikba, majd 
onnan találomra vissza veszünk egyet. Megint az elsőből húzva, mennyi a. 
valószínűsége a fehérnek? 






Megfigyelés: A valószínűségszámításban szereplő urnás feladatokat 
legszívesebben anyóshoz kapcsolják. 






a.) Az ötöslottó esetében mekkora valószínűséggel lesz 13 a legkisebb 
kihúzott lottószám? 

b.) Mekkora valószínűséggel esik a legnagyobb kihúzott lottószám 80 és 
90 közé (a 80-at és a 90-et is beszámítva)? 

c.) Mekkora valószínűséggel esik a legkisebb kihúzott lottószám 10 és 20 
közé (a 10-et és a 20-at is beszámítva)? 





Két szabályos kockával dobunk. Független-e az alábbi két esemény: a 
dobott számok összege páros illetve a két szám különbsége abszolút érték- 
ben legalább három? 


Eddig tízszer dobtuk fel a szabályos dobókockát, és egyszer sem kaptunk 
hatost. Mennyi a valószínűsége annak, hogy a következő tíz dobás során 
sem kapok hatost? 


Kétszer egymás után feldobunk egy szabályos pénzérmét. A az az esemény, 
hogy elsőre fejet dobunk, B az az esemény, hogy másodikra dobunk fejet, 
C pedig, hogy a dobások egyezőek. Bizonyítsa be, hogy az (A, B,C) 
eseményrendszer bár páronként független eseményekből áll, teljesen nem 
független! 


Egy zajos bináris csatornán az A és B betűkből álló üzenetsorozatokat 
küldenek át. Az A betüt 000-val a B betűt 111-el kódolják. Az A 
és B betűk aránya a küldeményben 3:4. A 0 digit 0,2, az 1 digit 0,3 
valószínűséggel az ellenkezőjére vált át a csatornában. A vételi oldalon a 
dekódolásnál a többségi elvet alkalmazzák: pl. egy háromdigites sorozatot 
A betűnek értelmeznek, ha a nullák száma legalább kettő. Mennyi a hibás 
dekódolás valószínűsége? 


Igazolja, hogy tetszőleges A, B, C eseményekre P (AB)3-P (AC) £ P(A)- 
P(BC)! 
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I.96 
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I.98 


I.99 


1.100 
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I.102 
I.103 


I.104 


Bizonyítsa be, ha az A, B eseményekre 0,7 — P(B) £ P(4) teljesül, 
akkor 0,57 c P(AlI B)! 


a.) Az A, B, és C városok között a következő utak épültek: A - B, A 
- C, B - C. Egy téli éjszakán mindhárom utat egymástól függetlenül p 
valószínűséggel eltorlaszolja a hó. Mennyi a valószínűsége, hogy másnap 
reggel valamilyen úton el lehet jutni A-ból C-be? 

b.) Az A, B, és C városok között a következő utak épültek: A. - B, A - B egy 
másik nyomvonalon is, B - C. Egy téli éjszakán mindhárom utat egymástól 
függetlenül g valószínűséggel eltorlaszolja a hó. Mi a valószínűsége, hogy 
másnap reggel valamilyen úton el lehet jutni A-ból C-be? 


Legalább hányszor kell feldobni két szabályos dobókockát ahhoz, hogy 
legalább 9096-os valószínűséggel kapjunk dupla hatost a dobássorozatban? 


Tekintsük a 90/5 lottóhúzás véletlen kísérletét! Legyen A az az esemény, 
hogy a legkisebb kihúzott szám sem kisebb 50-nél, B pedig az az ese- 
mény legyen, hogy midegyik kihúzott szám páratlan lesz. Számolja ki a 
P (A -- B) valószínűséget! 


Két rendőr beszélget: 
- Képzeld, tegnap olyam dolog történt velem, hogy olyat még 
a legádázabb ellenségemnek sem kívánnék. 


- Miért? Mi történt veled? 
- Otösöm, lett a lottón... 





Legyenek az A és B független események, C pedig mindkettőjüket kizáró 
esemény. P(A)  P(B)—P(C)— 35. P(AtB-tGC) —? 


András is és Béla is dob két kockával. András összeadja, Béla összeszorozza 
az általa kapott értékeket. 

a.) Mennyi annak a valószínűsége, hogy András kap nagyobb számot? 
b.) Mi a válasz akkor, ha a dupla kockával csak egyet dobnak, és abból 
határozzák meg a győztest ? 


Egy 1 cm-es szakaszon kiválasztunk két pontot. A két pont a szakaszt 
három részre osztja. Mennyi annak a valószínűsége, hogy lesz olyan sza- 
kasz, ami legalább kétszerese egy másiknak? 


Legalább hány szabályos érmét kell feldobni ahhoz, hogy 0,9-nél nagyobb 
valószínűséggel legyen köztük fej? 

Legyen A, B két esemény, amelyre 2P (A) —2P(AIB)—P(B] 4) — 5. 
Számítsa ki P(A- B)-t! 

Feldobunk egy szabályos kockát, majd a dobott értéknek megfelelő számú 


lapot visszatevés nélkül kihúzunk a 32 lapos magyar kártyacsomagból. 
Mennyi a valószínűsége, hogy a kihúzott lapok között lesz ász? 
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Minimum hány lapot kell kihúzni a 32 lapos kártyacsomagból visszatevés 
nélkül, hogy 9096-os valószínűséggel legyen közöttük ász? 


A 00000 és a. 99999 számok között találomra kiválasztunk egyet. Mennyi 
a valószínűsége, hogy 

A: minden számjegy különböző lesz; 

B: minden számjegy egyforma; 

C: csak két számjegy egyezik meg; 

D: három-kettő számjegy egyezik. 


Mennyi a. valószínűsége, hogy az ötöslottó húzásnál 

A: a kihúzott számok mindegyike páros; 

B: több páros szám lesz mint páratlan; 

C: a kihúzott számok a húzás sorrendjében növekedőek. 






Szóke cowboy a, lottózóban 
- Ez milyen játék? - kérdezi a szóke fickó. 
- El kell találni 5 számot... 

- És milyen messziről? 






a.) Mennyi a valószínűsége, hogy egy négytagú társaságban legyen két 
ember, akinek azonos napra esik a születésnapja? (A szökőnapokra, feb- 
ruár 29, eső szülinapokkal most ne foglakozzunk!) 

b.) Mekkora valószínűséggel lesz egy n tagú társaságban legalább két 
olyan személy, akik ugyanazon a napon ünneplik a szülinapjukat? 

c.) Mennyi annak a valószínűsége, hogy sorban kérdezve az embereket, az 
n-edik embernél tapasztaljuk először azt, hogy olyan napon ünnepel, ami 
már bemondtak korábban? 


Az 52 lapos francia kártyacsomagból 4 játékosnak leosztunk 13-13 lapot. 
Mekkora valószínűsége lesz, hogy 

a.) mindenki kap ászt? 

b.) csak i játékos kap ászt, íi — 1, 2, 3? 





2N db molekula mindegyike egymástól függetlenül, véletlenszerűen kerül 
be a T vagy S térrész valamelyikébe egyaránt - — - valószínűséggel. 
Mennyi annak valószínűsége, hogy 

A: ugyanannyi molekula lesz T-ben, mint S-ben; 

B: T-ben több lesz mint 5-ben; 


C: mindkét térrészben páros sok molekula lesz. 
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Egy dobozban 10 golyó van, pirosak és kékek, mindkét színből legalább 
egy. Nem ismerjük a doboz tartalmát, bármely összetétel ugyanolyan 
valószínűségű. Kétszer húzunk a dobozból visszatevéssel, és mindkét golyó 
színe piros volt. Melyik összetétel a legvalószínűbb? 


Valaki feldob egy kockát, és ha az eredmény k, akkor k piros és 7—k 
fehér golyót beletesz egy urnába. A dobás eredményét előttiünk titokban 
tartja. Ezután 10-szer húz visszatevéssel az urnából, és a kihúzott golyó 
színét mindig megmondja. Ennek alapján kell eltalálni azt, hogy a kockán 
hányast dobott előzőleg. Hogyan tippeljünk? Mekkora esélyünk van a 
találatra? 


Egy dobozban 3 golyó van: piros, kék, sárga. Ötször húzunk visszatevés- 
sel. Feltéve, hogy kéket is és sárgát is húzunk legalább kétszer, mennyi a. 
valószínűsége, hogy egyszer sem húzunk pirosat? 


Egy dobozban N piros és M fehér golyó van. Visszatevés nélkül húzva, 
n húzásból k piros lett. Mennyi a valószínűsége, hogy az első húzás piros 
volt? 


Feldobunk egy szabályos kockát, majd egy szabályos érmét annyiszor, 
amennyit a kocka mutat. 

a) Mennyi a valószínűsége, hogy egyszer sem dobunk fejet; 

b) Feltéve, hogy egyszer sem dobunk fejet, mennyi a valószínűsége, hogy 
a kockával! 6-ost dobtunk? 





Röntgenvizsgálat során 0, 95 annak a valószínűsége, hogy tbc-s beteg beteg- 
ségét feliedezik. Annak valószínűsége, hogy egy egészséges embert beteg- 
nek találnak 0. 001. A tbc-ben szenvedők aránya a lakosságon belül 0, 0001. 
Mennyi annak a valószínűsége, hogy az ember egészséges, ha átvilágításkor 
betegnek találták? 
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ti 7 


I.118 
1.119 


I.122 


A. próbagyártás során két szempontból vizsgálják a késztermékeket. Az 
A esemény azt jelenti, hogy egy véletlenszerűen kiválasztott mintadarab 
anyaghibás, a B pedig az az esemény, hogy a kiválasztott gyártmány 
mérethibás. Tudjuk, hogy P(A) — 0,15,P(B) — 0,3 és P(AB) — 0,08. 
Mennyi annak a valószínűsége, hogy valamelyik termék hibátlan? 


Mennyi P (A] B) ha P(A) — 0,6, P(B) — 0,5 és P(A4 B) —0,8? 


Egy fekete és fehér golyókat tartalmazó urnából kihúzunk n db golyót. 
Jelentse azt az eseményt, hogy az i-edeiknek kihúzott golyó fehér. (1 c 
i£ n ). Fejezzük ki az A; események segítségével az alábbi eseményeket: 
A: , Mindegyik golyó fehér? 

B: , Legalább egy golyó fehér?" 

C: , Pontosan egy golyó fehér? 

D: ,Mindegyik golyó ugyanolyan színű" 


Bizonyítsa be, hogy tetszőleges A, B eseményekre (P (AB))"-- (P (AB)) a 
(P (AB)) "4 (P(AB))" 3 0, 25! 

Ketten sakkoznak. Az A esemény akkor következik be, ha a világossal 
játszó nyer, a B esemény akkor, ha a sötéttel játszó másik, reminél pedig 


a C esemény következik be. Fogalmazzuk meg szavakban, mit jelentenek 
az alábbi események: 


a.) AB AB 

b.) AB 

c.) A1B 

Egy céltábla tíz koncentrikus körből áll és a sugarakra fennáll a Ri c 
Ra — ::: a Rio reláció. Ax azt az eseményt jelenti, hogy egy lövés az 


Rk sugarú körbe esik. Fogalmazzuk meg szavakban, mit jelentenek az 


alábbi események: 
B — Az 7 Az 7 Ag, C — A2 A Ag Ag, D — (Az -- Az) Ag! 


Tegyük fel, hogy A, B Fi valószínűségű események. Mutassuk meg, hogy 
ekkor P(A- B) -—P (A: B)! 

Bizonyítsa be, hogy tetszőleges A, B eseményekre P (AB —- AB) - P(4)-— 
P(B) —2P(AB)! 

Ha az A és B események közül az egyik feltétlenül bekövetkezik, P(A I B) 
— 3,P(B] A) — 3, mennyi a P(A) és P(B) valószínűség? 

Legyen P(4A) — §, P(AI B) — 5,P(B] 4) — 1. Határozza meg a P(A-- 
B) és P(AI B) valószínűségeket! 


(De Méré lovag feladványa) Melyik eseménynek nagyobb a valószínűsége: 
hogy ,egy kockával négyszer dobva legalább egyszer hatost dobunk? (A), 
vagy annak, hogy ,két kockával huszonnégyszer dobva legalább egyszer 
két hatosunk lesz" (B)? 
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1.128 


I.129 


1.130 


I,131 


I.132 


1.133 








De Meré lovag 


Egy urnából, ahol fehér és fekete golyók vannak, véletlenszerűen kiveszünk 
visszatevéssel két golyót. Bizonyítsuk be, hogy annak a valószínűsége, 
hogy a golyók ugyanolyan színűek, nem lehet kisebb mint 0), 5. 


(Pólya-féle urnamodell) Egy urna r darab fekete és s darab fehér golyót 
tartalmaz. Véletlenszerűen kihúzunk egy golyót. A kihúzott golyót és még 
plusz c darab ugyanolyan színű golyót visszateszünk az urnába. Mennyi a 
valószínűsége annak, hogy az n-edik húzás után a-szor húztuk ki a fekete, 
és b-szer a fehér golyót? (a 4 b— n). 





Pólya György 


Ha egy szabályos pénzérmét n-szer feldobunk, mennyi a valószínűsége, 
hogy k-val többször fogunk fejet kapni, mint írást? (0 €k 2 n). 


Egy minden oldalán befestett fakockát a lapokkal párhuzamos síkokban 
1000 azonos méretű kis kockára fűrészelnek szét. A kapott kis kockák- 
ból véletlenszerűen kiválasztunk egyet. Mennyi a valószínűsége, hogy a 
kockának éppen k oldala festett? (0 £ k £ 3). 


Egy kalapban az angol ABC 26 betűje van. Visszatevéssel 11-szer húzva, a 
kihúzott betűket sorban egy papírra felírva, mennyi a valószínűsége, hogy 
a kapott szóból legfeljebb két betűt felcserélve éppen a STATISZTIKA szó 
jön ki? 

-Mi a különbség a statisztika és a miniszoknya között? 
Ét 

- Semmi. Mindkettő sokat megmutat, de a lényeget eltakarja. 







Egy szabályos érmével n-szer dobva, mennyi a valószínűsége, hogy a fej- 
dobások száma, páratlan lesz? 
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IL134 


1.135 


I. 136 


t157 


1.138 


1139 


T.140 


T.141 


I.142 


I.143 


Egy szabályos érmével n-szer dobva, mennyi a valószínűsége, hogy 
a.) először az n-edikre jön fej? 

b.) ugyanannyi fejet dobunk, mint írást? 

c.) pontosan két fejet dobunk? 

d.) legalább két fejet dobunk? 


Egy kalapban három cédula van, amelyekre az 1,2,3 számjegyek van- 
nak felírva. Véletlenszerűen egyesével kihúzzuk a cédulákat. Mennyi a 
valószínűsége annak, hogy a húzáskor lesz olyan cédula, amelyikre éppen 
az a szám van felírva, ahányadikként kihúztuk azt? 


Feldobunk három szabályos pénzérmét. Mennyi a valószínűsége az A, B, C 
eseményeknek, ahol 

A: ,legalább két érmével fejet dobunk" , 

B: ,pontosan két érmével fejet dobunk" , 

C: , legfeljebb két érmével fejet dobunk" ? 


A 90/5 lottóhúzás előtt mennyi a valószínűsége, hogy k — 1,2,3,4,5 
találatunk lesz? 





Egy urnában fehér és fekete golyók vannak, melyeket egymás után vissza- 
tevés nélkül kihúzunk. Az A vagy a B eseménynek nagyobb-e a valószí- 
nűsége, ahol A: ,az első golyó fehér" , és B: ,az utolsó golyó fehér" ? 


Ha n egyforma ládába elhelyezünk n egyforma golyót úgy, hogy bármely 
ládába ugyanolyan valószínűséggel tesszük bármelyik golyót, mennyi a 
valószínűsége annak, hogy mindegyik ládában lesz golyó? 


Egy 52 lapos francia kártyacsomagból 13 lapot találomra visszatevés nélkül 
kihúzunk. Mennyi a valószínűsége annak, hogy 

a.) a treff király a kihúzott lapok között lesz? 

b.) pontosan két treff lesz a leosztott lapok közt? 

c.) a treff király és a treff ász a kihúzott lapok közt van? 

d.) van treff a leosztott lapok között? 


Egymás után elhelyezünk n-7-1 golyót n ládába. Mennyi annak a valószí- 
nűsége, hogy pontosan két láda üresen marad? 


Egy érmét n-szer feldobunk, a ,.fej" valószínűsége p. Jelöljük p,-nel an- 
nak valószínűségét, hogy az n dobás során a páros számú fejet dobtunk. 
Mennyi Da? 


Ha ax és y két véletlenül választott 0 és 1 közé eső szám, akkor mennyi 
annak a valószínűsége, hogy z34y €1és x-y a 0.16 lesz ? 
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I.144 (A Buffon-tú probléma, 1777) Egy szobában egymástól d távolságban 
párhuzamosan padlórések futnak. Leejtve egy s —€ d hosszúságú tűt, 
mekkora a valószínűsége, hogy a tű éppen egy padlórést fog metszeni? 





Buffon 


1.145 Válasszunk ki egy pontot véletlenszerűen az egységnégyzetben, melynek 
koordinátáit jelölje (a,b). Tekintve a p(xr) — ax? — 2bx 3-1 polinomot, 
mekkora a valószínűsége annak, hogy a p(x) — 0 egyenletnek van valós 
gyöke? 


I.146 Válasszunk ki egy pontot véletlenszerűen az egységnégyzetben, melynek 
koordinátáit jelölje (a,b). Mekkora a valószínűsége annak, hogy a pont 
közelebb van a négyzet egy oldalához, mint egy átlójához? 


I.147 Az egységintervallumban véletlenszerűen kijelölve két pontot, mekkora a 
valószínűsége, hogy a keletkező három szakaszból háromszög szerkeszthe- 
tő? 


I.148 Egy szobában egymástól d távolságban párhuzamosan padlórések futnak. 
Leejtve egy s € d átmérőjű pénzdarabot, mennyi a valószínűsége, hogy 
a pénz éppen egy padlódeszka, belsejébe esik, azaz nem metszi a padlórést ? 





s 


a 8 





1.149 Egy d — 10 cm oldalhosszúságú négyzetrácsos padlózatra leejtünk egy 
s — 3cm átmérőjű pénzdarabot. 
a.) Mennyi a valószínűsége, hogy a pénz teljes terjedelmével egy négyzet 
belsejébe fog esni? 
b.) Mennyi a valószínűsége, hogy hússzor végrehajtva a kísérletet, az ese- 
mény éppen ötször következik be? 


I.150 Egy d — 10 cm oldalhosszúságú négyzetrácsos padlózatra leejtünk egy 
s — 3cm hosszú tűt. Mennyi a valószínűsége, hogy a tű teljes egészében 
egy négyzet belsejébe kerül? 
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I.151 Egy a — 1,b — 2 oldalhosszúságú téglalapon kiválasztunk egy pontot. 
Mennyi a valószínűsége, hogy a pont közelebb van egy csúcshoz, mint a 
középponthoz? 


I.152 Ketten megbeszélik, hogy de. 10 és 11 óra között egy meghatározott 
helyen találkoznak. Megállapodás szerint, aki korábban érkezik 20 percet 
vár a másikra, és csak azután távozik. Mennyi a találkozás valószínűsége, 
ha mindketten véletlenszerűen érkeznek? 


I.153 Egy egységnyi hosszúságú szakaszon találomra választunk két pontot. Mi 
a, valószínűsége annak, hogy ezek közelebb vannak egymáshoz, mint bárme- 
lyik végponthoz? 


I.1154 Egy ötemeletes házban az emeletek között 6 m távolság van, a földszint 
és az első emelet között 8 m. Ha a liftajtó 2 m, mennyi a valószínűsége 
annak, hogy a lift megakadásakor az ajtót teljes egészében fal takarja? 


I.155 Az ABCD egységnégyzeten véletlenszerűen kiválasztva egy pontot, mennyi 
a valószínűsége, hogy a pont közelebb lesz a négyzet középpontjához, mint 
az AB oldalhoz? 


I.1156 Egy egységnyi hosszú szakaszt eltörünk, majd a hosszabbik részt újból 
eltörjük. Mennyi a valószínűsége, hogy a keletkező három szakaszból lehet 
háromszöget szerkeszteni? 


I.157 Számoljuk ki annak feltételes valószínűségét, hogy két kockával dobva 
mindkét érték páros feltéve, hogy összegük legalább tíz! 


I.158 A 32 lapos magyar kártyából három lapot húzunk egymás után visszatevés 
nélkül. Mennyi a valószínűsége annak, hogy az első kihúzott lap hetes, a 
második kilences, a harmadik ismét hetes? 


I.1159 Egy rekeszben 15 teniszlabda van, melyek közül 9 még használatlan. Az 
első játékhoz kiveszünk találomra három labdát, majd a játék után vissza- 
:" rakjuk azokat a rekeszbe. (Nyilván, ha volt közöttük használatlan, az 
a játék során elveszti ezt a tulajdonságát.) A második játékhoz ismét 
találomra veszünk ki három labdát. Mennyi a valószínűsége annak, hogy 

az utóbb kivett labdák mind még használatlanok lesznek? 





I.160 Hat doboz mindegyikében hat-hat darab golyó van, melyek között rend- 
re 1,2.3,4,5,6 darab fehér színű található (a többi fekete). Egy dobozt 
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T.161 
T.1682 


I.163 


I.164 


1.165 


I.166 


1.167 


I.168 


I.169 


véletlenszerűen kiválasztunk, majd abból visszatevéssel három golyót ki- 
húzunk. Ha azt tapasztaljuk, hogy mindhárom golyó fehér színű, mennyi 
annak a valószínűsége, hogy a csupa fehér golyót tartalmazó dobozt válasz- 
tottuk ki előzőleg? 


Mennyi P(AlB), ha P(A) — 0.6, P(B) — 0.5 és P(A 1 B) — 0.8? 


Két kockával dobunk. Mondjunk olyan eseményeket ezzel a kísérlettel 
kapcsolatban, amelyek függetlenek, és olyanokat amelyek nem függetlenek 
egymástól! 


Az A és B események közül legalább az egyik mindig bekövetkezik. Ha 
P(AJB) — 0, 2 és P(B]A) — 0,5, mennyi P(A4) és P(B)? 


Három szabályos kockával dobunk. Mennyi a, valószínűsége annak, hogy 
van hatos értékünk, ha tudjuk, hogy mindegyik dobás páros lett? 


Egy urnában b darab fekete és r darab fehér golyó van. Véletlenszerűen 
kihúznak egy golyót. A kihúzott golyót és még ugyanolyan színűből c 
darabot visszatesznek az urnába. A kísérlet eredményét nem ismerve, 
másodszorra mi húzunk az urnából. Feltéve, hogy a második húzáskor 
fekete golyót húzunk, mennyi a valószínűsége annak, hogy az első húzáskor 
is fekete volt az eredmény? 


Három szabályos kockát feldobunk. Mennyi a valószínűsége annak, hogy 
a dobások között van hatos, ha mindegyik kockán különböző érték van? 


Egy ládában 100 darab játékkocka van, melyek közül 99 teljesen szabályos, 
egy pedig hamis olyan értelemben, hogy vele mindig hatos dobható csak. 
Ha véletlenszerűen kiveszünk egy kockát a ládából és azt tízszer feldobva 
mindig hatost kapunk, mennyi a valószínűsége, hogy éppen a hamis kockát 
vettük ki előzőleg? 


Két politikus r és y egymástól függetlenül hazudnak illetve mondanak 
igazat 2/3 illetve 1/3 valószínűséggel. Feltéve, hogy x azt állítja, hogy "y 
hazudik" , mennyi a valószínűsége, hogy y igazat mond? 





Két urna közül az egyikben n fekete és m fehér, a másikban N fekete és M 
fehér golyó van. Az elsőből találomra átrakunk egyet a másodikba, majd 
onnan találomra vissza veszünk egyet. Megint az elsőből húzva, mennyi a 
valószínűsége a fehérnek? 
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.17TO Egy kalapban tíz cédula van, melyekre a O,1,2,3,4,5,6,7,8,9 számje- 


gyek vannak felírva.  Visszatevéssel kiveszünk két cédulát. Jelölje Y 
a számjegyek összegét, X pedig a számjegyek szorzatát. Adjuk meg a 
P(Y —i] X — 0) valószínűségeket! (zi — O, 1, ..., 18). 


Egy perzsa sah egyszer egy elítéltnek azt mondta, hogy tetszés szerint 
elhelyezhet 50 fehér és 50 fekete golyót két egyforma vázába. Az egyikből 
majd a sah kihúz egy golyót, és ha az fehér, megkegyelmez. Ha viszont 
a kihúzott golyó fekete, vagy kiderül, hogy nem mindegyik golyó volt a 
vázákba berakva, esetleg a kiválasztott vázában nem volt semmilyen golyó, 
az ítélet halál. Hogyan kell szétosztania az elitéltnek a golyókat, hogy a 
megkegyelmezés valószínűsége maximális legyen? 


S ; 
g ; 


aa 





A bináris szimmetrikus csatorna egy olyan bináris bemenetű és bináris 
kimenetű csatorna, melynek minden bemenete p — 0,01 valószínűséggel 
az ellenkezőjére vált a kimenetkor. A 0 forrásbitet 000-val, az 1 forrás- 
bitet 111-gyel küldjük át. A dekódoló többségi döntést hoz. Haa0O és 1 
forrásbitek előfordulásának egyaránt 0, 5 a valószínűsége, akkor adja meg 
a dekódolás hibavalószínűségét! 
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II. fejezet. Valószínűségi változók 


. Kulcsszavak [ 


Valószínűségi változó, eloszlásfüggvény, diszkrét eloszlás, sűrűségfüggvény, ne- 
vezetes diszkrét és folytonos eloszlások, valószínűségi változók transzformációja, 
várható érték, szórás, szórásnégyzet, momentum. 


II.t 


LE 
1I.3 


II.4 


II.5 


II.6 
H7 


ETS 
II.9 


II.10 


Az egységnényzeten találomra kiválasztunk egy P pontot. Jelölje X a 
P és a hozzá legközelebb álló csúcs távolságát. Adja meg X eloszlás- és 
sűrűségfüggvényét! 


Legyen X € E (A) és Y — X7. Adja meg Y sűrűségfüggvényét! 


Legyen az X valószínűségi változó eloszlásfüggvénye F (z) . Legyenek Y — 
maxíi0, X], Z — minf10,—X]I, V — IXI, és W — —X. Fejezze ki YZ, V 
és W eloszlásfüggvényeit F (T)-szel! 


A (0,1) intervallumban kijelölünk három pontot véletlenszerűen. Határoz- 
zuk meg a középső pont 0—tól való távolságának eloszlásfüggvényét! 


Egy 32 lapos magyar kártyakötegből kihúzunk egy lapot. Legyen X a 
kihúzott lap értéke. Adja meg és ábrázolja X eloszlásfüggvényét! Számolja 
kia 7,5 c X ca 10,2 esemény valószínűségét! 


Legyen X € U (0, 1) , és Y — V2X. Adja meg Y sűrűségfüggvényét! 


Egy háztartási gép gyári önköltsége 10 000 Ft. A termékre a gyár 1 év 
garanciát ad, ami szerint a hibás gépet ingyen kicseréli, amennyiben az 1 
éven belül meghibásodik. A gyár szakemberei szerint a gép élettartama. 30 
év várható értékű exponenciális eloszlású. A termelői ár a gép önköltsége 
plussz a garanciális cserék önköltségének várható értéke. Mekkora legyen 
a termelői ár? 





X € E (2) segítségével generáljon egy Y € G (3) valószínűségi változót! 


Egy gyártmánynak az 17-a selejtes. A darabokat ezresével dobozokba cso- 
magolják. Mennyi a. valószínűsége, hogy egy véletlenszerűen kiválasztott 
dobozban nincs háromnál több hibás? 


Egy szabályos pénzérmét addig dobunk fel újra és újra, míg meg nem 
kapjuk a második fejet is. Mennyi annak a valószínűsége, hogy az első fej 
után a második fejig ugyanannyi dobásra van szükség, mint ahány dobás 
kellett az első fejig? 
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II.11 


1.14 


M15 


M.16 


17 


II 18 


Tekintsük az f(x) — a. x € [1,2] sűrűségfüggvényt! Az X € U(0,1) 
segítségével állítsunk elő olyan Y valószínűségi változót, amelynek sűrűség- 


függvénye éppen f(x)! 


Milyen b értéknél lesz az f(zr) — b/r— 2, x c (2,3) függvény sűrűség- 
függyény? 





Egy normális eloszlású valószínűségi változó 0, 1 valószínűséggel vesz fel 
10, 2-nél kisebb értéket, és 0, 25 valószínűséggel 13, 6-nál nagyobb értéket. 
Mennyi a várható értéke és szórása? 


A nők tulajdonságai normális eloszlásúak. A férfiak azonban főként 
csak a várható értékek fölötti tartományokra kíváncsiak... 





Egy számítógépes szervízben egy hónap húsz munkanapjából átlagosan 
kettőn nincsen reklamáció. Poisson-eloszlást feltételezve, mennyi annak a 
valószínűsége, hogy egy adott napon három, vagy háromnál több reklamá- 
ció érkezik? 





Legyen X € U (—1,2) és Y — X". Adja meg Y eloszlásfüggvényét! 


Egy üteg addig tüzel egy célpontra, amíg el nem találja. A találat való- 
színűsége minden lövésnél p. Mennyi az egy találathoz szükséges átlagos 
lőszerkészlet, a muníció? 





Az A könyvben az egy oldalon található sajtóhibák száma X € Po(A), 
míg a B könyvben ugyanez Y € Po(wu). Igaz lehet-e a következő két 
állítás egyszerre: (i) Az A könyvben háromszor annyi sajtóhiba van, mint 
a B könyvben. (ii) A B könyvben ötször akkora a hibamentes oldalnak a 
valószínűsége, mint az A könyvben? 


A boltban árult izzók 19-a hibás. Ha veszünk 100 darabot, akkor hány 
darab lesz benne rossz a legnagyobb valószínűséggel, és mekkora ez a. 
valószínűség? 





II.19 Egy 1IMFt önköltségű számítógép termelői árát kell meghatározni. A 
számítógép élettartama exponenciális eloszlású 10 év várható értékkel. 
Garanciát vállalunk úgy, hogy ha az első évben a gép elromlik, akkor 
kicseréljük, ha a második is elromlik egy éven belül, akkor visszaadjuk a 
gép árát. A termelői ár legyen az az érték, mely mellett a kiadás és a 
bevétel várható értéke megegyezik. (A visszavett gépek értéktelenek.) 


II.20 Egy mérés elvégzéséhez két lehetőségünk van. Vagy egy drága készülékkel 
mérünk egyet, ahol a mérés hibája N (0, 1) eloszlású, vagy egy olcsó készü- 
lékkel mérünk háromszor, és a méréseredményeket átlagoljuk, ahol viszont 
a mérés hibája már N (0, 1.6) eloszlású. Melyik mérési technika adja a 
pontosabb mérést? 

II.21 Egy dobozban 7 db, a szívárvány hét színével egyező színű golyók vannak. 
Addig húzzuk ki a golyókat visszatevéssel a dobozból, amíg valamennyi 


színű golyót ki nem húztuk egyszer. Mi az ehhez szükséges X húzásszám 
eloszlása? 


II.22 Legyen az X valószínűségi változó eloszlásfüggvénye F(x), sűrűségfügg- 


vénye pedig f(x). Bizonyítsa be, hogy EF (X) — 3. 


II.23 Legyen X logisztikus eloszlású, azaz sűrűségfüggvénye: fx(T) — terasjős 
z - B. Számolja ki az X mediánját, vagyis azt az Mx számot, amelyre 
P(X c Mx)—P(X 2 Mx) — ; teljesül. 

I24 Legyen X Ez (0,1,2.,...h olyan valószínűségi változó, melynek létezik a 

oo 
várható értéke. Bizonyítsa be, hogy EX — 2" P(X 21). 
1 

II.25 Legyen az X valószínűségi változó olyan, hogy P(0 c X c 1) — 1. Bizo- 

nyítsa be, hogy 0-X c EX! 


II.26 Egy baromfiudvarban a gondozó gyűrűjéről leeső értékes követ az egyik 
liba lenyelte. A gondozó kénytelen a libák levágásával megpróbálni a kő 
visszaszerzését. Addig vágja le a véletlenszerűen elkapott libákat, amíg 
valamelyik begyében meg nem találja a kövét. Ha összesen 50 liba van a 
farmon, mennyi a kényszerből levágott libák számának várható értéke? 


Az 


tat 
II.27 Legyen ? — (a,b) az egységnégyzet egy véletlenül kiválasztott pontja. 


Jelölje X a 0 pont origótól vett Euklideszi távolságát. Mi X sűrűségfügg- 
vénye? 
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IM28 Legyen X € B (3,7) . és Y — X?. Mi Y eloszlása, és mennyi a várható 
értéke? 


II 29 Az origóból kiindulva egy bolha ugrál a számegyenesen. Minden ugrásra 
egységnyi hosszú és a többitől függetlenül p valószínűséggel jobbra, 1—p 
valószínűséggel balra történik. Az ötödik ugrás után megfigyeljük a bolha 
helyét. Adja meg ennek az eloszlását! 


Vádi 


tsa zástáslsjesi 
1 2 


Egyről a kettőre... 


1I.30 Az X normális eloszlású valószínűségi változó várható értéke —5 és tudjuk, 
hogy P(—5 £ X c 0) —0,3. Mennyi P(—5 € X c 4)? 

II 31 Létezik-e az F(2) — rlnr—2-i-1, x € [1, el eloszlásfüggvényű valószínűségi 
változónak második momenturna ? 


1132 Az X valószínűségi változó sűrűségfüggvénye 


fzhá c 2e , Ba. DEE 1 
x fü He , Bai émék2 


egyébként pedig fx(r) — 0. Mennyi EX? 


1133 Egy szabályos pénzérmét addig dobok fel ismételten, míg két fejet, vagy 
két írást nem kapok. Mennyi a dobások számának várható értéke és 
szórása? 





Fej vagy írás? 


II.34 Legyen X € EF(0,1) és Y — [X] , azaz X egészrésze. Mennyi az Y diszkrét 
valószínűségi változó várható értéke és szórása? 


II.35 Egy játékos rulettezik. Három tétet tesz meg: egy-egy 100 Ft-os zsetont 
tesz a fekete 13 számra, a fekete mezőre és a páratlan mezőre. Ötször 
megismételve ezt a stratégiát, mennyi a játékos nyereségének (veszteség- 
ének) várható értéke? (A rulettárcsán 0-tól 36-ig állnak a számok, 18 
fekete, 18 piros, a 0-ás zöld színű. A fekete számok között 9 db páros és 9 
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II.36 


ÍT.37 


db páratlan van. Ha valaki számra tesz, a. tétet és még annak 36-szorosát 
sepri be. A fekete vagy páratlan mezőkön a nyereség kétszeres. A 0-ra 
nem lehet fogadni. Ha 0-ás pörög ki, minden megrakott tétet a bank visz 
el.). 





A 32 lapos magyar kártyacsomagból visszatevés nélkül addig húzunk, amíg 
piros színű lapot nem kapunk. Ezután folytatjuk a lapok húzását ad- 
dig, amíg ászt nem kapunk. Jelölje X a kihúzott lapot számát! (Ha az 
összes kártya elfogyott közben, X — 32 lesz.) Adja meg a P(X — 3) 
valószínűséget! 





— Mondd, komám, hogy lehet az, hogy te a kártyán mindig nyersz, 
a lóversenyen pedig folyton vesztesz? 
—- Hm... próbáltál te már egy lovat eldugni a zakód ujjában? 






Egy dobozban 1 piros 2 fehér és 3 piros színű golyó van. Visszatevés nélkül 
addig húzunk, amíg mindhárom színből nincs már legalább egy golyónk. 


. Jelölje X a szükséges húzások számát! Adja meg X eloszlását és várható 


II.38 


II.39 


II.40 


értékét! 


Az a paraméter mely értékénél lesz sűürűségfüggvény az f(r) — a (22 — 157 ) 
x E (0,2)? Adja meg ehhez a sűrűségfüggvényhez tartozó eloszlásfügg- 
vényt! 


Egy óbudai kisvendéglőben az a szokás, hogy a fogyasztás után a vendéggel 
feldobatnak három kockát, és ha tripla hatost dob, elengedik a szám- 
lát. "Mekkora egy-egy vendég esetén az üzlet várható vesztesége, ha a 
fogyasztást Y-al lehet jellemezni Ft-ban, ahol Y — X 2 XeWN(30,10)? 





Egy X valószínűségi változó sűrűségfüggvénye 


. J AcosZ ,ha 02727 
fat — 1 (0) ; különben 
4.) Az 
b.) Írj jé az Fx eloszlásfüggvényt! 
c.) P (x műjst 





II.41 Legyen X € U (0, 1) és Y — arctg X. Számolja ki Y sűrűségfüggvényét! 
II.42 Eloszlásfüggvény-e az F (2) — exp(— e77)? 


1I.43 Egy kockával dobunk. Jelölje X a dobott számértéket! Adja meg, és 
rajzolja fel az Y—(X — 3) valószínűségi változó eloszlásfüggvényét! 


II.44 Legyen X € Po(3) és Y — X(X—1)(X — 2). Számolja ki Y várható 
értékét! 


1I.45 Addig dobunk egy szabályos kockával, amíg 3-nál kisebb számot nem ka- 
punk. Jelölje X az ehhez szükséges dobások számát! Melyik valószínűség 
a nagyobb: P(2 2 X £ 3) vagy P(X 2 3)? 


II.46 Legyen X € E(1) ésY — e7X . Számolja ki Y várható értékét és szórását! 


11.47 Egy egységnyi oldalú szabályos háromszög kerületén véletlenszerűen kivá- 
lasztunk egy pontot. Jelölje X a pontnak a súlyponttól vett távolságát! 
Számolja ki a P(X 2 0,5) valószínűséget! 


11.48 Egy hipermarket két bejáratánál elhelyeztek 1000-1000 ingyenes hirdetési 
újságot. Minden vásárló ugyanakkora valószínűséggel vehet el egy lapot 
bármelyik kupacból. Amikor a két rakás egyikében elfogy az utolsó újság 
is, a másik bejáratnál még X példány található. Adja meg X eloszlását! 


IH.49 Legyen X € U(0, 1) és Y — In 5. Számolja ki EY-et és c2Y-t! 


II.50 Az egységnégyzetben véletlenszerűen kiválasztunk n pontot. Jelölje X 
azon pontok számát, melyek ezek közül beleesnek az (3, £) középpontú 2 


sugarú kör belsejébe is. Adja meg a P(X € 5) valószínűséget! 
II.51 Legyen X € Po(2) és Y — [5]. Adja meg Y eloszlását! 


II.52 A h paraméter milyen értékénél lesz sűrűségfüggvény f (z) — UE a? e-7-h 
Es0T 


II.53 Egy üzemben gyártott harisnyák között átlagosan minden ezredik selej- 
tes. A harisnyákat kétszázasával dobozokba csomagolják. 1000 dobozt 
véletlenszerűen kiválasztva, jelölje X az egyetlen selejtes harisnyát sem 
tartalmazó dobozok számát! Adja meg X várható értékét és szórásnégy- 
zetét! 


11.54 Hányszor kell feldobnunk egy szabályos pénzérmét ahhoz, hogy a , fejek 
száma 40 és 50 közé esik" esemény valószínűsége maximális legyen? 


1I.55 Egy 32 lapos kártyából addig húzunk, amíg ászt nem kapunk. Jelölje X az 
eközben kihúzott hetesek számát. Számolja ki a P(X — 0) valószínűséget! 


1I.56 Egy dobozban három piros és két fehér golyó van. Visszatevéssel tízszer 
húzunk a dobozból. Jelölje X a pirosak számát! Adja meg a Z — 
(X t2)(X — 2) várható értékét! 
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11.57 


II.58 


II.59 


II.60 


1I.61 


II.62 


1I.63 


II.64 


Ha tudjuk, hogy EX — 1 és c2X — 5, akkor mennyi 
a.) E(24X) és b.) c2(443X)? 


Az egységnyi oldalú négyzet két átellenes oldalán találomra választunk 
egy-egy pontot véletlenszerűen. Jelöljük X-szel a két pont távolságát! 
Adja meg az Fx (2) eloszlásfüggvényt! 


Egy réten három szarvas legelészik gyanútlanul. Egymásról nem tudva 
három vadász lopakodik a tisztáshoz, és egyszerre tüzelnek a vadakra. 
Mindegyik lövés talál, és halálos. 

Mennyi a lövések után a rétről elszaladó szarvasok számának várható 
értéke és szórása? (Elvileg több vadász is lőhet ugyanabba a szarvasba...) 





Egy benzinkút hetente kap üzemanyagot. A heti fogyasztást az X jelöli 
100 ezer literekben, amelynek sűrűségfüggvénye 


JT 6ú-s3) ,balcwző 
Fene ( 0 , egyébként 


Mekkora legyen a tartály K kapacitása, hogy annak valószínűsége, hogy 
a hét során kifogy a benzin, kisebb legyen 0, 01-nél? 

Legyenek X € N(m, D) és Z — (áz, Számolja ki Z sűrűségfügg- 
vényét! 


1 ! 
ks (n--1)p" 





Igazolja, hogy ha X € B (n, p), akkor E (zik 


Seas 


Legyenek X,Y € U (0, 1) függetlenek és Z — 
függvényét! 


"abs 


. Számolja ki a Z sűrűség- 


Hányszor dobjunk egy kockával, hogyha azt akarjuk, hogy 3-nél ne legyen 
kisebb annak a valószínűsége, hogy a 6-os dobások száma legalább kettő 
legyen? 
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II.65 


II.66 


11.67 


II.68 


II.69 


II70 


ÍT.71. 


Milyen c értékre lesz a következő függvény sűrűségfüggvény? Határozza 
meg azon változó várható értékét, amelynek a sűrűségfüggvénye 


10 ( celzl ge [-12] 


0 ,különben 


Egy normális eloszlású valószínűségi változó 0, 2 valószínűséggel vesz fel 
10-nél kisebb értéket és 0, 3 valószínűséggel 14-nél nagyobb értéket. Mik 
az eloszlás paraméterei? ($ (0,51) — 0, 7, $ (0, 89) — 0, 8). 


Amerikában a hőmérsékletet Fahrenheit fokokban mérik. Az egyik ál- 
lamban megállapították, hogy az ottani X hőmérséklet eloszlása nyaranta. 
N (86, 4). Hogyan változik meg az eloszlás, ha áttérünk a Celsius-skálára? 
(A Fahrenheit és Celsius skála között az átváltási képlet: 5 (X — 32) [/F] — 
Y Pe] 


Az autók fogyasztását Amerikában mérföld/gallon-ban (mpg) fejezik ki, 
azaz megadják hány mérföldet tesz meg a gépjármű egy gallon üzemanyag- 
gal. Európában, mint ismeretes a fogyasztást liter/100 km formában 
adják meg. Egy Fordról tudjuk hogy az X mpg fogyasztását az f(r) 
sűrűségfüggvény jellemzi. Hogyan kell transzformálnunk f(x)-et, ha át- 
térünk a liter/100 km skálára? (1 mérföld—a km, 1 gallon—b liter, ahol 
a — 1,609 és b — 3,785). 





Egy felmérés szerint egy átlagos amerikai 1500 kilométert gyalogol 
évente. Egy másik felmérés szerint egy átlagos amerikai 90 liter 
alkoholt iszik meg évente. 

Ezek szerint egy átlagos amerikai 6 litert fogyaszt százon. 






Adjuk meg a 90/5 lottón kihúzott öt szám közül a legkisebb eloszlásfügg- 
vényének az értékét a 25 helyen. 


Egy automata gép a beállítás szerint 2 kg lisztet adagol a zacskókba, de a 
technológia következtében a zacskóba került liszt mennyisége N (m, 0, 002) 
eloszlást követ. Előzetes megfigyelésekből lehet tudni, hogy 0,01 annak 
a valószínűsége, hogy a zacskóban a liszt mennyisége kevesebb 2 kg-nál. 
mi ET 


Egy berendezés élettartama normális eloszlású 6,3 év várható értékkel 
és 2 év szórással. Hány év garanciát adjunk, hogy 0,95 legyen annak 
a valószínűsége, hogy a berendezés csak garanciális idő után hibásodik 
meg? 
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II.74 


II.75 


II.76 


INrára 


TET 


II.80 





Három kockával dobva, mennyi a dobott számok maximumának várható 
értéke? És mennyi a minimum várható értéke? 


Mutassuk meg, hogy az 
0 hazi 
ft sző iszt z 
(2) sss Mila 


függvény nem lehet eloszlásfüggvény! 


Egy csomag magyar kártyacsomagból találomra kihúzunk egy lapot. Ve- 
gye fel X a kártya pontértékét! (alsó:2, felső:3, király:4, ász:11, hetes:7, 
nyolcas:8, kilences:9, tízes:10). Adjuk meg és ábrázoljuk a eloszlásfügg- 
vényét! 


A véletlen kisérlet az, hogy n darab dobozba véletlenszerűen golyókat 
helyezünk el úgy, hogy minden elhelyezésnél bármelyik doboz kiválasztása 
egyformán valószínű. Akkor állunk meg, ha észrevesszük, hogy az egyes 
számú dobozba bekerült az első golyó. Jelölje X a kísérlet befejeződésekor 
az elhelyezett golyók számát. Adjuk meg az X eloszlását! 


Mennyi a valószínűsége, hogy a hagyományos 90 /5 lottóhúzás során vala- 
mennyi kihúzott szám páros lesz? 


Az egységnégyzeten kiválasztunk véletlenszerűen egy pontot. Jelölje X a 
pontnak a legközelebbi oldaltól vett távolságát. Adjuk meg az X valószí- 
nűségi változó sürüségfüggvényét! 


Egy egységnyi hosszúságú szakaszt találomra választott pontjával két rész- 
re osztunk. Mi a, keletkezett szakaszok közül a kisebbik hosszának sűrű- 
ségfüggvénye? 


Egy szobában öt telefon melyek közül bármelyik megszólalhat a többiektől 
teljesen függetlenül X időn belül, ahol X A — 1 paraméterű exponenciális 
eloszlású valószínűségi változó. Mennyi az esélye annak, hogy egységnyi 
időn belül pontosan két telefonkészülék fog csörögni? 


ps 122 


él 
az 


5 i 
v 1 


14 


ú4 





Egy automata zacskókba cukorkát adagol. A zacskók X súlyát u — 100 
(gramm) .c — 2 (gramm) paraméterű normális eloszlásúnak tekinthetjük. 
Mennyi a valószínűsége annak, hogy három véletlenszerűen kiválasztott 
zacskó között legalább egy olyan van, aminek a súlya 99 és 101 gramm 
közé fog esni? 











Legyen az X valószínűségi változó folytonos eloszlásfüggvénye olyan, hogy 
1 5 F(z) 5 0 esetben szigorúan monoton növekedő is. Bizonyítsa be, 
hogy ekkor az Y — F(X) valószínűségi változó egyenletes eloszlású a [0, 1] 
intervallumon! 


II.32 Legyen az X valószínűségi változó folytonos eloszlásfüggvénye olyan, hogy 


1 5 F(x) 5 0 esetben szigorúan monoton növekedő is. Bizonyítsa be, 


hogy ekkor az Y — In FŐ) eloszlása A — 1 paraméterű exponenciális lesz! 





II.33 Ha az X standard normális eloszlású valószínűségi változó, mi a sürűség- 
függvénye az Y — X?2 valószínűségi változónak? 


II.84 Ha az X valószínűségi változó sűrűségfüggvénye f(T), akkor mi a sürűség- 
függvénye az Y — [XI valószínűségi változónak? 


II.35 Ha X A-paraméterű Poisson-eloszlású valószínűségi változó, akkor mi az 
eloszlása az Y — 2X 4-1 valószínűségi változónak? 


II.86 Ha az X a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlású valószínűségi változó, 
mi a sűrűségfüggvénye az Y — hu ésaZ— 7 z y valószínűségi változóknak? 





II.37 Ha az X , u,c paraméterű normális eloszlású valószínűségi változó, mi a 
sűrűségfüggvénye az Y — eX valószínűségi változónak? (Y az ún. lognor- 
mális eloszlású valószínűségi változó). 


II.88 Ha X a [0,2] intervallumon egyenletes eloszlású, akkor mi a sűrűségfügg- 
vénye az Y — [X — 1] valószínűségi változónak? 


II.89 Ha X A-paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változó, akkor 
mi a sűrűségfüggvénye az Y —3X 733 valószínűségi változónak? 


II.90 Ha X A-paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változó, akkor 
mi a sűrűségfüggvénye az Y — /X valószínűségi változónak? 


II.91 Ha X A-paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változó, akkor 
mi a sűrűségfüggvénye az Y — — valószínűségi változónak? 


II.92 Egy szabályos pénzdarabbal végzünk dobásokat. A pénzfeldobást addig 
folytatjuk, amíg a dobások sorozatában mind a fej, mind az írások száma 
eléri a k számot. Jelölje X az ehhez szükséges dobások száma. Adja meg 
az X eloszlását! 


II.93 A [0,1] szakaszon véletlenszerűen kiválasztunk két pontot. Legyen a két 
pont távolsága X. Adja meg X sűrűségfüggvényét! 


II.924 Az A paraméter milyen értékénél lesz az f (r) — Ae rEeR függvény 
sűrűségfüggvény? Mennyi ekkor a várhatóérték és a szórásnégyzet? 


1I.95 Egy autó X (km)-t tud defekt nélkül megtenni, ahol X € E (A), azaz 
P(X c2) —1—e-9t z 5 0. Egy 12000 (km) hosszúságú úton mennyi an- 
nak a valószínűsége, hogy az autó legfeljebb egy defektet kap? (A zi ar], 
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1I.96 


IÍT.9y 


1I.98 


II.99 


II.100 


ILO 


II.102 


II.103 





Egy X valószínűségi változó várható értéke 0, szórása 1. Melyik esetben 
valószínűbb, hogy X - 3; akkor, ha X eloszlása normális, vagy akkor, ha 
egyenletes? 


Legyen X € N (u, 9) . A paraméterek segítségével adjunk képletet az EX" 
momentumra. 


Legyen X e N(0,1),Y — cos X, Z — sin X. Adjuk meg Y és Z várható 
értékét és szórásnégyzetét! 


Az egyetemen nagyon sok telefonkészülék van, amelyek egymástól függet- 
lenül romlanak el azonos valószínűséggel. Az év 360 napjából átlagosan 
12 olyan nap van, hogy egyetlen készülék sem romlik el. Várhatóan, hány 
olyan nap lesz, amikor 2 vagy 2-nél több telefon romlik el? 


Az X € U (0, 1) valószínűségi változó segítségével generáljunk 
Y € G (0, 25) eloszlású valószínűségi változót! 


Egy képzeletbeli diktatúrában a "Nagy Testvér" az alábbi rendeleteket 
hozta: 

18 A hadsereg utánpótlásának biztosítása végett minden család köteles 
fiúgyereket szülni. 

28 A demográfiai robbanás elkerülése végett minden családban, ha már 
született fiú, több gyermek nem születhet. 

Hogyan változtatja meg a "Nagy Testvér" ezen két rendelete a fiú-lány 
arányt? 


BIG BROTHER IS 


WATCHING YOU 





Legyen X Poisson-eloszlású A 5 0 paraméterrel, Y — 2X 7-1. Adjuk meg 
Y várhatóértékét és szórásnégyzetét! 


Egy játékos 1023 zseton indulótőkével rulettezik. Az a stratégiája, hogy 
addig folytatja a játékot. amíg vagy nyer, vagy pedig elfogy az összes zse- 


tonja. Minden forgatás előtt a piros mezőre rak megduplázva az előző 


0 
ÖD 








tétet. Mennyi a nyereményének a várható értéke? (Az egyszerűség ked- 
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véért tekintsük a piros és fekete forgatások valószínűségeit 3-nek!) 





A székely bácsika 30 évig vágott fát, hogy elmehessen Las Vegasba egy 
kaszinóba és játszhasson egy jót. Elmegy a bankba, hogy megtudja, 
mennyi pénze van, és megnézze, hogy elég-e. Nem volt elég, 

ezért még ő évig vág fát. Ekkor elmegy ismét a bankba, hogy 
megnézze elég-e. Ekkor sem volt elég a pénz, ezért még 10 évig dolgo- 
zott. 10 év múlva ismét benéz a bankba, és örömmel látja, hogy elég 
pénzt szedett össze. Gyorsan összepakolt, és utazott Las Vegasba. 
Bement egy kaszinóba és rögtön leült az első rulett asztalhoz. Mindent 
felrakott a feketére. Piros 28-as lett a nyeró. Ekkor a székely bácsika 
elmosolyodott, és csak annyit mondott: 

- Könnyen jött, könnyen ment... 













II.104 Az [—1, 1] x [—1, 1] négyzeten egymás után sorsolunk ki véletlen pontokat. 





Akkor állunk meg, amikor az első kisorsolt pont beleesik az origó közép- 
pontú egységkörbe. Mi a pontok számának eloszlása? 




















11I. 


fejezet. Változók együttes eloszlása 


Kulcsszavak ) 


Valószínűségi változók együttes eloszlása, együttes eloszlásfüggvény, perem el- 
oszlásfüggvény, diszkrét változók együttes eloszlása, együttes sűrűségfüggvény, 
perem sűrűségfüggvény, polinomiális eloszlás, többdimenziós normális eloszlás, 
valószínűségi változók függetlensége, transzformációk, konvolúció, kovariancia, 
korrelációs együttható, lineáris regresszió, regresszió (feltételes várhatóérték). 


IE 
TIT.2 


1II.3 


III.4 


1II.5 


III.6 


Legyenek X,Y € G (p) függetlenek. Adjameg a P(X — Y) valószínűséget! 


Egy autószerelő műhelybe érkezve, két autó van előttünk, az egyiket ép- 
pen szerelik. Feltételezve, hogy a szerelési idők egymástól független E (2) 
eloszlású valószínűségi változók, mennyi a valószínűsége, hogy autónkat 1 
(órán) belül megjavítják? 





Legyenek X,Y € E (1) függetlenek. Bizonyítsa be, hogy minfX,Y) € 
E (2) és, hogy maxíX, Y ) eloszlása megegyezik X -- sY eloszlásával! 


A karácsonyfánkon 15 db egymással sorosan összekapcsolt színes égő világít. 
Az izzók élettartamai egymástól független, külön-külön exponenciális elosz- 
lású valószínűségi változók, melyek várható értéke 30 óra. Amikor elalszik 
a. fény, azonnal kicserélem a kiégett izzót. Adja meg az izzócserék közötti 
időtartam eloszlását! 


A karácsonyfánkon 15 db egymással sorosan összekapcsolt színes égő világít. 
Az izzók élettartamai egymástól független, kiülön-kilön exponenciális el- 
oszlású valószínűségi változók. Milyen kellene, hogy legyen az izzók élet- 
tartamának várható értéke ahhoz, hogy 100 órás üzemelés alatt 95960-os 
valószínűséggel ne kelljen izzót cserélnem? 







Glasgowban két skót támasztja a kocsmapultot: 

— Képzelje uram, a, feleségem névnapja és születésnapja is karácsony 
napjára esik. 

— Micsoda, véletlen, uram! 

— Dehogyis véletlen! Mit gondol, miért épp ót vettem feleségül? 







Két kiváló Forma 1-es versenyző körideje az időmérő edzésen egyaránt 
egyenletes eloszlású a [1 : 21 ,1:22 1 időintervallumban. (Az óra ezred 


másodperc pontossággal tud mérni.) Mennyi a valószínűsége, hogy azonos 
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TETSZ 


III.8 


III.9 


III.10 


EIT TI 


ITI.T 


TII.13 


időt fognak menni egy adott körben? Nő, vagy csökken annak valószínű- 
sége, hogy ha mindegyiküknek két kísérlete van, akkor a két-két eredmény 
minimuma azonos? 





Merjünk nagyot álmodni! 


Tegyük fel, hogy minden héten tízmillió szelvénnyel fogadnak. Mennyi 
annak a valószínűsége, hogy tíz héten keresztül nem lesz ötös találat? 


Pincénkben 2 db párhuzamosan kapcsolt izzó világít. Az izzók élettarta- 
mai egymástól független, külön-külön exponenciális eloszlású valószínűségi 
változók, melyek várható értéke 6 hónap. Csak akkor szoktam izzót cse- 
rélni, ha már mindkettő kiégett. Vezesse le az izzócserék közti időtartam 
eloszlásfüggvényét! 





Legyenek X,Y € N (0,1) függetlenek, és Z — ]X 3 Y]. Határozza meg Z 
sürűségfüggvényét! 


Legyenek X,Y e E(A) függetlenek, és Z — IX —Y]. Határozza meg Z 
sűrűségfüggvényét! 


Legyenek X,Y € E(A) függetlenek, és Z — X 7 s Y. Határozza meg Z 
sűrűségfüggvényét! Mennyi a Z várható értéke és szórása? 


Egy 32 lapos magyar kártyacsomagból kihúzunk visszatevés nélkül 10 
lapot. Legyen Xp, X:, Xt; Xm rendre a kihúzott piros, zöld, tök és makk 
színű lapok száma! Adja meg kép mi za ese "jú vektor együttes eloszlá- 
sát! Igaz-e, hogy P(Xp c X.) — 


Legyenek X1, Xo,..., Xn € E(A) ps függetlenek. Határozza meg a 
DS P (XI. 4 X2 7... X4E1lc XI-7 Xs ht... Xrk Tt Xrkr1) valószínű- 
séget! 1c£kCaxan—-1). 


III.14 


íII.15 


III.16 


TTT.17 


III.18 


ITT TB 


III.20 


1III:21 


1II.22 


III.23 


III.24 


TIT-25 


Az X és Y együttes sűrűségfüggvénye 


. f a(z4ryiy) , ha0czyaIi 
Jxy(2.y) — ( 0 , egyébként 


Mennyi az a értéke? Függetlenek-e X és b s s 


Háromszor dobunk egy szabályos dobókockával. X a kapott hatosok 
száma, Y a kapott páros értékek száma. Adja meg X és Y együttes 
eloszlását, kovariancia mátrixukat. Függetlenek X és Y ? 


Írja fel két független valószínűségi változó együttes sűrűségfüggvényét, ha 
az első standard normális, a második pedig 0, 2 paraméterű exponenciális 
eloszlású! 


Legyen X € U(0,3)ésY E U (—1,4) független valószínűségi változók. 
Határozza meg aP(X €cY) ésaP(xY c 1) valószínűségeket! 


Ha a u — (X, 4 ag úg vektor egyenletes eloszlású az origó középpontú, egység- 
nyi sugarú körlemezen, mi a sűrűségfüggvénye a vektor hosszának, lIlull — 
VX2 2 Y2—nek? 


HaxX Y e U (01), akkor mű a [d §Y, A — gi; al kétdimenziós valószínű- 
ségi változó várható érték vektora és kovarianciamátrixa? 


Legyen az X és Y együttes eloszlásfüggvénye: Fgylry-sy 0£2£ 
1,0 £ y £ 1. Mennyi a P(0,25 £ X 5 0,75, 0,25 €Y 2 0,5) valószínű- 
ség? 


Határozza meg az origó középpontú 1 sugarú körlapon vett egyenletes 
eloszlás kovarianciamátrixát! 


Legyen az (X, hg gi vektor valószínűségi változó sűrűségfüggvénye f(z,y) — 
:; [6z2y — 12xy -- 6y -- 1832 — 36-18] , z € [0,1],y € [(0,1]. Függetle- 
nek a komponensek? 


Két ember mindegyike addig dob fel egy-egy szabályos pénzérmét, amíg 
az első fej ki nem jön. Mennyi a valószínűsége, hogy mindkettőnek ehhez 
ugyanannyi dobásra van szüksége? 


Egy jól megkevert 32 lapos magyar kártyacsomagból leosztunk 8-at. Le- 
gyen X — 1, ha a leosztott lapok között van piros, és X — 0, ha nincs. 
Legyen továbbá Y — Il, ha van a nyolc lap között ász, és Y —0 különben. 
Adja meg X és Y együttes eloszlását! 


Két busz egymástól függetlenül X illetve Y idő alatt éri el a megállót, 
ahol én várakozom. Bármelyik busszal tudom az utamat folytatni. 
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III.26 


TIIT.27 


1II.28 


TIT.29 


III.30 


III.31 


III.32 


III.33 


III.34 


ITT.35 





Mennyi a valószínűsége, hogy z - 0 időn belül befut valamelyik, ha X,Y E 
E (A) függetlenek? 


Legyenek X,Y € U (0, 1) függetlenek, Z — sör: Számolja ki Z sűrűség- 
függvényét! 


Legyen X € U(0,1). X segítségével generáljon az origó középpontú egy- 
ségkör kerületén egyenletes eloszlású kétdimenziós véletlen pontot! 


Egy műszerben egy bizonyos főegység átlagos élettartama. 2 év, a beépített 
ellenőrző rendszeré pedig 3 év. A használat során egyik sem öregszik és 
egyikük tönkremenetele sem függ a másiktól. Mennyi a valószínűsége, 
hogy az ellenőrző rendszer előbb romlik el, mint a főegység?  (Segít- 
ség: X € E(3) a főegység, Y e E(3) az ellenőrző egység élettartama, 
függetlenek. Mennyi P(Y c X)?) 


Legyenek X € Po(0,5) és Y € Po(0,1) függetlenek! 
Mennyi P(X --Y — 2)? 


Legyenek X € G(0,5) és Y € G (0, 25) függetlenek! 
Mennyi P(X 43 Y sk, (ek e2 3.47 


9 


Számolja ki az fx(r) —1, x € [0,1] és az fy(y) — Z, y € [2.3] sűrűség- 
függvények konvolúciós sűrűségfüggvényét, fx4y(t)-t! 


Legyenek X,Y ec U(0,1) függetlenek, Z — 2X—Y. Számolja ki Z 
sürűségfüggvényét! 


Legyenek X,Y € U (0,1) függetlenek, Z — X—Y. Számolja ki Z elosz- 
lásfüggvényét! 


Bináris, --1 értékű egyformán valószínű szimbólumot küldünk át zajos 
csatornán, ahol a. szimbólumhoz tőle független f(r) — 0,5(1—0,5]z]), z 
e (—2,2) sűrűségfüggvényű zaj adódik. Ha a, csatorna kimenete pozitív, 
akkor 1 mellett, egyébként -1 mellett döntünk. Mennyi a hibás döntés 
valószínűsége? 


Egy fogorvosi rendelőbe érkezve, ketten vannak előttünk, az egyiknek ép- 
pen most kezdték el a kezelését.. A fogorvos egy pácienssel 0,5 paraméterű 
exponenciális idő alatt végez. 
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1II.36 


III.37 


III.38 


III.39 


III.40 





- Nem fog fájni!!! 


Mennyi annak a valószínűsége, hogy egységnyi időn belül sorra kerülünk? 
Oldjuk meg a feladatot akkor is, ha párhuzamosan két orvos fogad egysz- 
erre! 


Egy berendezés X ideig működik hibamentesen, és Y idő kell a javításához, 
ahol X € E(A) és Y € E(4) egymástól függetlenek. Mennyi annak a 
valószínűsége, hogy a gépet a 7 5 0 időtartam alatt legalább kétszer 
kellett javítani? 


Legyenek X € N (5,2) ésY e N (4, 3) függetlenek. AdjamegaP(X €Y) 
valószínűséget! 


Az emberek testsúlyát N (75, 12) eloszlással modellezzük. Ha egy négy- 
személyes lift 320 (kg)-os összteherbírású, akkor mennyi a valószínűsége, 
hogy egy négy fős csoport túlsúlyos lesz? 





Egy üzemben két gép üzemel egymástól független X1 és X. ideig, ahol 
X1, X2 € E(0,2). A folyamatos gyártáshoz az egyik gép üzemeltetése 
is elegendő, a másik gép tartalék. Ha az éppen műszakban álló gép 
meghibásodik, azonnal a tartalékot állítják üzembe.  Melegtartalék e- 
setén a tartalékgép is állandóan be van kapcsolva, azaz ilyenkor a folya- 
matos működési idő max(.X1, X2b. A hidegtartalékolás esetén a tartalék 
gépet csak az üzembeállítás pillanatában kapcsolják be. Tehát ilyenkor 
a folyamatos üzemeltetési idő XI -- X5 lesz. Határozza meg a folyamatos 
üzemeltetés idejének várható értékét meleg-és hidegtartalékolás esetén! 


Legyen X € E (2). Határozza meg a cov (X, X?) számot! 
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1II.41 


III.42 


III.43 


III.44 


III.45 


III.46 


III.47 


III.48 


III.49 
1II.50 


III.51 


Legyenek X1, X2 , ..., Xn független, azonos eloszlású valószínűségű változók. 
Tegyük fel, hogy P(X; 5 0) — 1. 

; ; KirXsr. ex) KK 
Bizonyítsa be, hogy E (Re) — ál 
Legyen az X valószínűségi változó olyan, hogy P(X 50)9— a, P(X c 0) — 
B EX — a, EIXI — b. Számolja ki a cov ÍR, B )-e! 


Legyenek X1, X2, ..., Xn független, azonos eloszlású valószínűségű változók. 
PG ej ePí4áro-1is: Prácüjs 5 (11 2 egTő . Bzárttse 
n 
ki az Y — ) , X; valószínűségű változó várható értékét és szórását! 
í—1 
Legyenek X és Y független valószínűségű változók. Bizonyítsa be, hogy 
02(XY) — 02Xo?Y 1 (EX) o?Y 1- (EY) o2x. 


Legyenek X1, X2, ..., Xn E€ U(0,1) teljesen függetlenek. Ezek kijelölnek 
n-1 db részintervallumot (0, 1) —en. Jelölje Yk a k-adik részintervallum 
hosszát (k — 1, 2, ...,n 4 1) . Mutassa meg, hogy EYk — 37! 

Fodrásznál sorunkra várunk. Mekkora a valószínűsége, hogy az átlagosnál 
tovább várakozunk, ha a várakozási idő E (2)? 





Legyenek X7 , X3 , ..., Xn független, azonos eloszlású valószínűségű változók, 
melyeknek létezik a várható értékük és szórásuk: EX; — u, o? X; — d?. 


n n n 
Fejezze ki 4 és d függvényében a c? (3 1 - x.) és COV E 1.2 a, x) 
ösi 171  zA b 
mennyiségeket! 


Feldobunk három szabályos kockát. Jelölje Y a dobott értékek összegét. 
Adja meg EY és a?Y-t! 


Legyen X € N(0,1). Számolja ki R (X, XZ)-t! 


Egy kalapban egy-egy cédulára fel vannak írva az 1, 2, 3 számjegyek. Egy- 
más után, visszatevés nélkül kiveszünk két cédulát. X az első, Y a második 
húzás eredménye. Adja meg R(X,Y)-t! Függetlenek-e X és Y? 


Bizonyítsa be, ha X és Y azonos szórású valószínűségi változók, akkor 
X t3Y és X—Y korrelálatlanok! 
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III.52 


III.53 


III.54 


III.55 
III.56 


III.57 


III.58 


III.59 


III.60 


III.61 


III.62 





Legyenek X,Y € N (0,1) függetlenek! V -—X-3-YésW-—X.—-Y7 1. 
Adja meg a (V,. W)" vektor kovarianciamátrixát! 


Legyenek X,Y független valószínűségi változók, ahol EX — 4. EY — 
0,57X —1,0?Y — 2. Határozza meg az alábbi mennyiségeket: 
E(5X — 6Y), EXY, a? (5X —6Y 7-8) , cov(5X,6Y)! 


Ultizásnál a 32 lapos magyar kártyacsomagból kettőt talonba osztanak. 
Jelölje X a talonba került piros színű lapok, Y pedig az ászok számát! 
Számolja ki X és Y kovarianciáját! 


Bizonyítsa be, hogy ha EX — EX? — 0, akkor X és X? korrelálatlanok! 


Az X és Y együttes sűrűségfüggvénye: fxvy(r,y) — J10z27y OCycCxc1. 
Határozza meg adott X — 2 feltétel esetén az Y feltételes sűrűségfügg- 
vényét! 


Legyen az X és Y valószínűségi változók együttes sűrűségfüggvénye: 


12 (/..2 2 
l 8 (a — gy 7 y?) , ha r,y E (0,1) 
Tx.x1a y) 5. ( 0 j egyébként 


Számolja ki, az fxyjy(z ] y) feltételes sűrűségfüggvényt! Számolja ki a 
kovarianciamátrixot és a E(X Í Y — y) regressziós függvényt is! 


Egy kétdimenziós valószínűségi változó első koordinátájának sűrűségfügg- 
vénye fx(r) —21,0 — z 1. Ha az első koordináta x, akkor ilyen feltétel 
mellett az Y második koordináta 1-- x paraméterű exponenciális eloszlást 
követ. Határozza meg annak valószínűségét, hogy a két koordináta összege 
kisebb, mint 1! 


Dobjunk n-szer egy szabályos dobókockával! Jelölje X a hatosok, Y pedig 
a páros dobások számát! Számolja ki a E(Y I X) regressziót! 


Legyen az X,Y együttes sűrűségfüggvénye 


1 xy? 
ÍITx,y (x,y) — 37 exp (a 


Határozza meg a Z — max (]XI , IYIb sűrűségfüggvényét! 


Legyenek az X,Y € N(0,1) független valószínűségi változók a V vektor 
komponensei! Adja meg a V vektor hosszának eloszlásfüggvényét! 


Legyen X1, X2, ...Xi10 € U (0, 1) teljesen függetlenek. Számolja ki a 
P ( max ús Zz a Ü, 5) ésa P ( nin A Xs: 20, 2) valószínűségeket. 
SE SZ vez; 


zal sz MME 
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III.63 


III.64 
III.65 


III.66. 


III.67 


III.68 
1II.69 


III.70 


TIT 71 


TIL 72 


III.73 





X és Y együttes eloszlása kétdimenziós normális EH — (Hi áz) várható 


Gjt íz 


érték vektorral és 7 — ( it gé ) kovariancia-mátrixszal. Fejezze ki 
s 21 22 


az E(Y ] X) regressziót u, 7 komponensei és X segítségével! 
Legyenek X,Y € U (0, 1) függetlenek. P(3X c Y 7-1) —? 


Egy gabonaraktárban a búzát X kg-os zsákokba adagolják, ahol X E 
N (80, 5) eloszlást követ. Egy teherautóra 100 zsákot felraknak. Mennyi 
annak a valószínűsége, hogy a zsákok összsúlya nem haladja meg a 10 
tonnát? 





Az X és Y valószínűségi változók együttes sűrűségfüggvénye fx.y (u, v) — 
3 (u? — uw — 20?) ,u,v € (0,1) . Adja meg az E(X I Y) regressziót! 


Legyenek X1, X2, ..., Xn € U (0, 1) teljesen függetlenek. Mennyi az Y — 
Nn 

z 97 X; szórásnégyzete? 
i—1 

Legyenek X,Y € U(0,1) függetlenek és Z — eXtY. Mennyi EZ és 5227? 


Tapasztalatok szerint egy üres vagont X óra alatt lehet feltölteni szénnel és 
Y óra alatt bauxittal, ahol X € E(1)ésY € E (2) . Két vagont kezdenek el 
egyszerre tölteni, az egyiket szénnel, a másikat bauxittal. Mennyi annak a 
valószínűsége, hogy előbb végeznek a szén berakásával, mint a bauxitéval? 


Egyszerre feldobnak egy kockát és egy pénzdarabot. X a fejdobás, Y a 
hatosdobás indikátora. Z — X? -- Y2. Adja meg Z eloszlását és várható 
értékét! 

Feldobunk egy kockát. Egy dobozba a dobott értéknek megfelelő fehér go- 
lyót rakunk. Ezután a kiegészítjük a dobozban lévő golyók számát 10-re 
fekete színű golyókkal. Ezután újra feldobjuk a kockát, és annyi golyót 
kiveszünk a dobozból visszatevés nélkül, ahányast kaptunk. X a kivett 
golyók közti fehérek, Y pedig a feketék számát jelöli. P(X —3,Y — 3) —? 


Legyenek X1, X2, ..., Xn € N(0, 1) teljesen függetlenek. Adja meg az Y — 
2 2) X; sűrűségfüggvényét! 
1—1 


Legyenek X,Y € U(0,1) függetlenek. X-et az r—tengelyre, Y-t az y- 
tengelyre felmérve, mekkora a keletkező téglalap területének várható értéke 
és szórásnégyzete? 
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ITIS7a 


III.75 
III.76 
III.77 


III.78 
III.79 


III.80 


1II.81 


III.52 


III.83 


III.84 


III.85 


III.86 


III.87 


III.838 


III.89 


III.90 


Legyenek X € E(1) és Y € N (0,1) függetlenek. Z — X2.W — 3X — Y. 
cov (Z, W) —? 

Legyenek X,Y € U (0, 1) függetlenek! P (X3Y 21 XFé 5) 5? 
Legyenek X,Y E N (—5, 1) függetlenek! a (3X —Y) —? 

Határozza meg az f xly (2 ] y) feltételes sűrűségfüggvényt, ha az együttes 
sűrűségfüggvény fx.y (x,y) — EE e—5(59—zyitv?)i 

Legyen X € N(—4,2)  Y —3X-31,7— X2—1. Számolja ki cov (Y, 2)-t! 


Háromszor dobunk egy szabályos kockával. X a legkisebb, Y a legnagyobb 
érték. Adja meg az E(X I] Y — 3) feltételes várható értéket! 


Legyenek X,Y € N (0, 1) függetlenek! Mennyi a P (EX ca Y) valószínűség, 
ahol k € N. (Az eredményt a standard normális eloszlásfüggvénnyel, $-vel 
fejezze ki!) 

Legyenek X,Y € N(0,1) függetlenek! Z — 3X 4 Y. Számolja ki az 
E(Z I X) regressziót! 


Legyenek X,Y c U(0,1) függetlenek! Mekkora, valószínűséggel lehet az 
a— Xb5—-1—X3Yésc—1—9Y véletlen szakaszokból háromszöget 
szerkeszteni? 


Az X,Y valószínűségi változó pár együttes sűrűségfüggvénye fx.y (u, v) 
20), hal Suusi P(X? 2Y) —? 


Az X,Y valószínűségi változók együttes sűrűségfüggvénye fx.y(u,v) 
7 haoOcuclésO cw a u2. P(X3Y c1)—? 


Legyenek X,Y € Po(2) függetlenek. Számolja ki az R(X,X3Y—-1) 
korrelációs együtthatót! 


Kétszer feldobunk egy kockát. X az egyes, Y a hatos dobások száma. 
Legyen 727 —3X4YésV—-Y— X. Számolja ki cov (Z VA! 

Legyenek X,Y € U(0,1) függetlenek, és Z — X.Y. Számolja ki Z 
sűrűségfüggvényét! 


Addig dobunk egy szabályos kockával, amíg hatost nem kapunk. Jelölje 
X a dobások számát, Y pedig azt, hogy közben hányszor dobunk egyest. 
Adja meg az E(Y ] X) regressziót! 


Legyenek X és Y nulla várható értékű, független, szórással rendelkező 
valószínűségi változók. Igazolja, hogy 62 (X . Tf]isa"íX) e tlFN 


Legyen X €EN(m, DÖ), Y-3X3837—5—9X Számolja ki az R(Y, 2) 
korrelációs együtthatót! 
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III.91 


III.92 


IIT.93 


1II.94 


III.95 


III.96 


III.97 


III.98 


III.99 


III.100 


TET TOT 


III.102 


III.103 


III.104 


1II.105 


Legyenek X1, X2, ..., Xn € U (0,1) teljesen függetlenek. Adja meg a Z — 
max 1X1., X2, -.., Xn) eloszlásfüggvényét! 


Legyenek X € N(—4,2) és Y e N (3,1) függetlenek! Fejezze ki £ segít- 
ségével aP(2X c Y) valószínűséget! 


Az X és Y együttes sűrűüségfüggvénye fx.y (u, v) — 7 ha0O0-ud-gdi1és 
0 a v € u?. Adja meg a perem-süűrűségfüggvényeket! Függetlenek? 


Egy játékos a következő két lottószelvénnyel játszik: 1, 13, 31, 49, 80 
illetve 2, 13, 43, 49, 81. Jelölje X azt, hogy hány nyertes szelvényünk van, 
Y a nyeretlen szelvények száma. Számolja ki az R(X —1,Y -- 1)-t! 


Legyenek X,Y € N (0,1) függetlenek és Z — sign(X) : Y. Számolja ki Z 
eloszlásfüggvényét! 


Legyenek X,Y € N (0, 1) függetlenek! U — 3X--2Y és V —2X—Y. Adja 
meg az E(U I] V) feltételes valószínűséget! 


Egy felhasználónak két szerveren is van e-mail címe. Az egyikre naponta 
X a másikra Y üzenet érkezik egymástól függetlenül, ahol X € Po(3) és 
Y € Po(6) . Mekkora a valószínűsége annak, hogy egy nap legfeljebb két 
üzenet érkezik összesen? 


Legyenek X,Y € U(0,1) függetlenek, Z — 2X 7 1,V — 3Y. Számolja ki 
a P(V c 7) valószínűséget! 


Két kockával dobunk. X a dobott értékek maximuma, Y pedig a minimu- 
ma. Adja meg a cov(X,2Y 3- 19-et! 


Legyen az X,Y együttes sűrűségfüggvénye fx.y (T,y) — - (24 y-t gy), 
ha0 cx ec iIés0 c y c 1. (Különben fxyv(ry) — 0.) Adja meg az 
E(Y ] X) regressziót. 


Legyen X a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlású valószínűségi változó, 
Y — cos (27X) és Z — sin (27X) . Számolja ki a (Y, Z )" pár kovarianci- 
amátrixát! 

Legyenek X és Y független, azonos eloszlású valószínűségi változók! Le- 


gyen EX — EY — m és 02X — o?Y — d. Mennyi E(X—Y ke 


Legyen X a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlású valószínűségi változó, 
melyet kettes számrendszerben írunk fel: X — 0, X1.X2.... ahol X:; és X- 
diadikus tört első és második számjegye. Függetlenek-e Xi és X2 ? 


Legyenek X,Y e N(0,1) függetlenek és Z —3X 3 Y -- 1. Számolja ki az 
E(Z I] X) regressziót! 


Feldobunk tíz kockát. X a hatosok, Y a hárommal oszthatók számát jelöli. 
Adja meg az E(Y I] X) regressziót! 





III.106 


III.107 


III.108 


III.109 


III.110 


TETT 


TIT.112 


ÍT1.113 


TILTTá4 


Tekintsük a 90/5 lottóhúzást! Jelölje X a 45-nél kisebb, Y pedig a három- 
mal osztható számok számát a kihúzottak között! 
SzámoljakiaP(X—1,Y — 1)-t! 


Legyenek X,Y ec E(1) függetlenek, Z — Y"tg.X — 5: Számolja ki az 
E(Z ] X) regressziót! 


Számolja ki az fxjy (r] y) és az fyix(y] 2) feltételes sűrűségfüggvénye- 


ket, ha az együttes sűrűségfüggvény 


1. 2 
focxr (ay) — ertett) ay ER. 
541 


Legyenek X,Y € N(0,1) függetlenek és 
T — maxíX,Yh és W — miníXx,Y). 
Számolja ki a 7 és W együttes sűrűségfüggvényét! 


A kovariancia tulajdonságait felhasználva, bizonyítsa be, hogy tetszőleges 
A, B eseményekre 


IP(AB) — P(A)P(B)I s 


HI] E 


teljesül! 


Két üzemet közös raktárból látnak el nyersanyaggal. Az első üzem havonta 
X € N (150, 10) a másik üzem pedig az elsőtől függetlenül Y e N (210, 15) 
mennyiségű nyersanyagot használ fel. Mennyi legyen a nyersanyag a hónap 
elején a raktárban, hogy az a hónap végéig 994-os biztonsággal fedezze a 
két üzem szükségletét ?(8 (2, 34) — 0, 99) . 


Az X és Y valószínűségi változók együttes sűrűségfüggvénye: 


Íxy (ey) — 


0,25(14eyíeő—g) Jelzi zi 
0 , egyébként 


Számolja ki a vetületi sűrüségfüggvényeket! Függetlenek X és Y? 


Legyenek X,Y € U (0, 1) függetlenek, Z1 — XY és Z2 — X-7-Y. Adja meg 
a Z — (21, 22)" vektor kovarianciamátrixát és várható érték-vektorát! 


Egy pók által rakott peték száma X € Po()) . Az egyes peték egymástól 
függetlenül p valószínűséggel pusztulnak el. Jelölje Y a kifejlődött peték 
számát! Adja meg Y eloszlását! 
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III.115 


III.116 


TTT.1T7 


III.118 
IIT.119 


III.120 


ITI.121 


III.122 


III.123 


III.124 


TII.125 


Az X,Y pár együttes sűrűségfüggvénye 


,ha0C-cyagycai1 


Jó 
Jay) — ( 0  , egyébként 


Számolja ki a peremsűrűségfüggvényeket! Független-e X és Y? 


Két kockával dobunk. .X a hatosok száma, Y pedig a dobott értékek 
minimuma. R(X, Y) —? 


Az X,Y pár együttes sűrűségfüggvénye 


f(z,y) — 


0 8(3daytr2y?) ,hajzczeiőgyél 
0 , egyébként 


Számolja ki aZ —2X 7 Y sűrűségfüggvényét és várható értékét! 
X,Y € U (0, 1) , függetlenek. P (XX FYS 2zi €2X tY) —? 
Az X,Y együttes sűrűségfüggvénye 


[GY hal ELO07TEXI, 
Íx,y(x,y) — ( 0 — , egyébként 


Mennyi a valószínűsége annak, hogy az (X,Y) pár az A(0,0), B (3, 0) , 


G (3 —2) csúcspontok által meghatározott háromszög belsejébe esik? 


Két kockával dobunk. X az egyesek száma, Y a dobott összeg. 
cov( X.Y)? 


Az X,Y együttes sűrűségfüggvénye 
fiai -d 0,8 (z? 2 gy 1 2y?) ; Ba 0 éz s LÜS ei 

: 0 , egyébként 
Számolja ki az Z — § várható értékét! 
Egy dobozban 1 piros és 3 fehér golyó van. Visszatevéssel húzunk 50-szer. 
X jelentse a kihúzott pirosak számát az első 30, Y pedig az utolsó 30 húzás 
során. Határozzuk meg az X és Y korrelációs együtthatóját! 


Az X valószínűségi változó az 1, 2, 3 értékeket rendre 0,2, 0,3, 0,5 
valószínűséggel veszi fel, a tőle független Y pedig a 0, 2, 3 értékeket 0, 25, 
0,5, 0, 25 valószínűséggel veszi fel. Határozzuk meg X :-Y szórásnégyzetét. 


A [0,1] intervallumban jelöljünk ki találomra három pontot. Határozzuk 
meg a középpont abcisszájának -azaz r-koordinátájának- az eloszlásfügg- 
vényét. 


Két szabályos kockát feldobunk. jelentse X a hatos dobások számát, Y 
pedig a dobott számok összegét. Adjuk meg X és Y együttes eloszlását! 
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III.126 Az X és Y valószínűségi változók együttes eloszlását tartalmazza az alábbi 


táblázat: 
ÉG 
re jálnja 


mail 
(p [39 ] 6p ) 
l5p ] 30p 


Mekkora a p paraméter értéke? Függetlenek-e X és Y? 










III.127 Először egy szabályos kockával dobunk, majd a dobott értéknek megfele- 
lően kihúzunk lapokat egy 32 lapos kártyatömegből. Jelölje X a kihúzott 
lapok között található figurás lapok számát, Y pedig legyen a kihúzott 
királyok száma. Adja meg a P(X — 4,Y — 2) valószínűséget! 


III.128 Legyen az X és Y együttes sűrűségfüggvénye f(xz,y) — 2e722-v , 0 c 
T,y 2 co (egyébként f(x, y) — 0). Határozza meg a peremsűrűségfüggvé- 
nyeket! Függetlenek-e X és Y? 


1II.129 Legyen az X és Y együttes sűrűségfüggvénye 


a z 


, egyébként 


Határozza meg a peremsűrűségfüggvényeket! Függetlenek-e X és Y? 


1 4 AES ( 4 


III.130 A (X, p) valószínűségi változó pár együttes sűrűségfüggvénye f(T, 1) — 
3e 1, hal c1c9ésy5 0 (egyébként f(rx,y) — 0). 
a.) Függetlenek-e X és Y? 
b.) E(X1-Y) —?,c2(X3-Y) —? 
e.) PIOEZX é7Y 251? 


III.131 Legyen § a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlású valószínűségi változó, 
melyet kettes számrendszerben írunk fel: € — 0, X1.X2..., ahol X1 és X. 
diadikus tört első és második számjegye. Függetlenek-e XI és X. ? 


III.132 Ultizásnál a 32 lapos magyar kártyacsomagból kettőt talonba osztanak. 
Jelölje X a talonba került piros színű lapok, Y pedig az ászok számát! 
Adja meg X és Y együttes eloszlását és kovarianciáját! Függetlenek-e X 
és MR 


III.133 Legyen a (X, py valószínűségi változó pár együttes sürűségfüggvénye: 


2 2 
; ez 6 Try 
pszt NN BENBÉT a 
T(z,y) -1 s E "E tk 


27€ 








,. by e [—1, 1] 
, egyébként 


a.) Adja meg a peremsűrűségfüggvényeket! 
b.) Kétdimenziós normális eloszlású-e (X,Y)" ? 
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ITT. 134 


III.135 


III.136 


III.137 


III.138 


1II.139 


III.140 


III.141 


III.142 


III.143 


III.144 





Két biatlon versenyző X illetve Y óra alatt futja a 10 km-es távot, ahol X 
és Y független exponenciális eloszlású valószínűségi változók A — 2 illetve 
u — 2, 1 paraméterekkel. Ha a két versenyzőből csapatot szervezünk akik 
9 km-nél váltják egymást, mennyi a valószínűsége, hogy 20 perc alatt 
teljesítik a 10 km-es távot? 


Legyen az X € U (0,1) valószínűségi változó kettes számrendszerben fel- 
írva: X — 0, X1.X3.... Függetlenek-e az X1 és X2 digitek? 


Legyenek X,Y € U(0,1) függetlenek és Z — TY: Számolja ki a Z 
várható értékét! 


Egy szabályos pénzérmét addig dobálok, amíg másodszorra nem kapok 
fejet. Jelölje X a szükséges dobások számát. Adja meg .X eloszlását, 
várható értékét és szórásnégyzetét! 


Két azonos képesség atléta versenyt fut. Mindkettejük eredményét m — 
10,1 és c — 0, 1 paraméterű normális eloszlással jellemezhetjük másod- 
percekben. Mennyi a valószínűsége, hogy az egyik versenyző legalább 0, 2 
másodperccel legyőzi a másikat? 


ep; 
- őt vitz 9. 
(na 
ai 
ezét 
z szant 
OZ so Tönezm 


Ha X és Y független valószínűségi változók, határozzuk meg 
V — min(X,Y) és W — maxíX,Y) eloszlásfüggvényét! 


Legyenek X és Y azonos eloszlású valószínűségi változók. Igaz-e, hogy 


szün b 
Egg Egg 


ME. A 
XtY 
Egy szabályos kockával dobunk ismételten. X az első dobás, Y a második 
dobás eredménye. Számoljuk ki R(X, X 7 Y)-t! 


Legyenek X és Y n — 1 és p — 0,5 paraméterű független binomiális 
eloszlású valószínűségű változók. Mutassuk meg, hogy X --Y és [IX —Y] 
bár korrelálatlanok, de nem függetlenek! 


Legyen X € U(O0, 2), azaz a (0, 2) intervallumon egyenletes eloszlású való- 
színűségi változó. Y — cos X és Z — sin X. Határozzuk meg cov(Y, 72)-t! 
Függetlenek-e Y és 2? 


Tekintsük a 7 — [—2,2] x [—1,1] téglalapon véletlenszerűen kiválasztott 
P pontot! Igaz-e, hogy a P polárkoordinátái függetlenek lesznek? 
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IV. fejezet. Törvények, statisztikák, Markov-lán- 
cok 


. Kulcsszavak ); 


Markov- és Csebisev-egyenlőtlenség, nagy számok törvényei, centrális határel- 
oszlás-tételek (Moivre-Laplace-tétel), Markov-láncok, statisztikai becslések, ma- 
ximumn likelihood módszer, paraméteres próbák, nemparaméteres próbák. 


ÍV.1 Egy párt szimpatizánsai p valószínűséggel mennek el szavazni, amit nem 
ismerünk. A közvéleménykutatók p-t a megkérdezetteknek a pártot válasz- 
tók relatív gyakoriságával becsüli meg. Mekkora legyen a megkérdezettek 
n számú mintája, ha azt akarják elérni, hogy a becslés a tényleges p értéktől 
legfeljebb 0, 001-el térjen el 99, 97-os megbízhatósággal? 


IV.2 Legalább hány megfigyelés kell ahhoz, hogy egy 5-nél nem nagyobb szórású 
valószínűségi változó értékeinek átlaga 959-os valószínűséggel a várható 
érték 0,01 sugarú környezetébe essen? 


IÍV.3 Egy szerencsejátékos megfigyeli, hogy átlagosan 63 kisérlet után nyer. 
Legalább hányszor kell kisérleteznie, hogy 0,99 valószínűséggel nyerjen 
legalább egyszer? 







A királykisasszonyok nagy számok törvénye: 
sok békát kell megcsókolni addig. amíg megleljük az igazit. 








IV.4 Egy mérés elvégzéséhez egy pontatlan eszközünk van, ahol a mérés hibája 
normális eloszlású. A mérést n-szer végezzük el, majd a mérési ered- 
ményeket átlagoljuk. Mekkora legyen a mérések száma, hogy legfeljebb 
1073 valószínűséggel térjen el az átlag a mérendő értéktől 0, 1-el? 


IV.5 997-os valószínűséggel szeretnénk garantálni, hogy 1000 pénzfeldobásból 
legalább n-szer fejet kapjunk. Hogyan válasszuk meg n-et, ha a fejdobás 
valószínűsége p? 


IV.6 Adottak az X1, X2,::: , X12 E U(0,1) teljesen független véletlen számok. 
Ezek segítségével generáljunk N (5, 2) normális eloszlású véletlen számot! 


IV.7 Mennyi a valószínűsége annak, hogy 50 darab független és azonos eloszlá- 
sú valószínűségi változó összege a [0,30] intervallumba, esik, ha egy ilyen 
változó eloszlása a [0, 1] intervallumon: 

a.) egyenletes; 
b.) f(z) — 27 sűrűségfüggvény szerint alakul? 
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IV.3 Egy kockát folyamatosan feldobunk addig, amíg a dobások összege megha- 
ladja a 300-at. Becsüljük meg annak valószínűségét, hogy legalább 80 
dobásra van ehhez szükség. 


IV.9 Becsüljük meg annak valószínűségét, hogy 10000 pénzfeldobásnál a fejek 
száma 4800 és 5200 közé esik. 


IV.10 Egy projektorhoz van összesen 100 égőnk, melyek élettartama egymástól 
független exponenciális eloszlású, 5 óra várható értékkel. Tegyük fel, hogy 
az égőket egymás után használjuk, azonnal kicserélve azt, amelyik kiégett. 
Becsüljük meg annak valószínűségét, hogy 525 óra után még van működő 
égönk. 


IV.11 Az előző feladatban most tegyik fel, hogy minden égő kicserélése független, 
a (0, 3) intervallumon egyenletes eloszlású ideig tart. Becsüljük meg most 
annak valószínűségét, hogy 550 óra elteltével már az összes égő kiégett. 


IÍV.12 Egy alkatrészgyárban microcheap-ek minőségét automatával ellenőrzik. 
1000 termék megvizsgálása után azt találták, hogy 12 volt selejtes. Mek- 
kora valószínűséggel állíthatják azt, hogy a többmilliós készletben a selejt- 
arány nem éri el az 197-ot? 


IV.13 Szkennellel kartonból digitális képet állítanak elő, amelyet diszken tárol- 
nak. A konvertálás akkor selejtes, ha a digitális képen vizualizálásakor 
valamelyik adat nem olvasható. A digitalizálási munka megrendelőjének 
az az előírása, hogy a többmilliós állományban a. selejtes konvertálások 
aránya ne érje el az 197-ot legalább 9590-os biztonsággal. Milyen n-től 
áll fenn a P(r, € 0,02) 2 0,95 reláció, ahol r, jelöli a selejtarányt az n 
elemű mintában?($ (1, 63) — 0,95). 


IV.14 Egy focicsapat idegenbe megy játszani. A vendéglátó klub 500 jegyet 
küldött a csapat szurkolóinak. A klub sejtése szerint a jegyek 607-ka. 
után lesz érdeklődés. Hány 50 fős buszt rendeljenek, ha biztosítani akar- 
ják, hogy a jegyet vásárlók 9090-os valószínűséggel felférjenek a buszokra? 





IV.15 Generáljunk 1000 db X; € U(0, 1) teljesen független véletlen számot. 
a.) Becsüljük meg a 
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IV.16 


IV.18 


IV.19 


IV.20 


1000 
P ( Es 510) 
21 


valószínűséget! 
b.) Becsüljük meg a 


1000 
P ( pé 32) 
i—1 
valószínűséget! 


Egy nem szabályos kockán a hatos dobásának ismeretlen Dp valószínűségét 
keressük. Hány dobást kell elvégeznünk a kockával ahhoz, hogy a hatos 
dobás relatív gyakorisága p-t 0,05-nél kisebb eltéréssel közelítse legalább 
0,9 valószínűséggel? 


Egy pályaudvaron az újságárus X lapot ad el óránként, ahol X € Po(64) . 
A Csebisev-egyenlőtlenség segítségével becsülje meg alulról a 
P(48 c X ca 80) valószínűséget! 





Egy országban a balkezesek aránya 134. Mennyi a, vlószínűsége, hogy 
1000 embert kiválasztva a balkezesek száma legalább 120. Adjon becslést 
erre a valószínűségre! 






Ha a bal agyfélteke irányítja a jobb oldalunkat, 
akkor csak a balkezesek használják a jobbik eszüket? 





Egy társadalomkutató meg akarja becsülni az alkoholisták arányát a mun- 
kanélküliek között. Hány megfigyelést végezzen ahhoz, hogy a megfi- 
gyelésekből adódó arány a valódi aránytól 9004-os valószínűséggel legfel- 
jebb 27-kal térjen el? 


A 50 kg-os cementes zsákok súlya normális eloszlást követ 50 kg várható 
értékkel, 0, 5 kg szórással. Becsülje meg annak a valószínűségét, hogy 50 
zsák össztömege kisebb mint 2450 kg. 
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ÍV.21 Becsüljük meg annak valószínűségét, hogy 10000 kockadobás összege 34800 
és 35200 közé esik. 





IV.22 Egy termékhalmaz selejtarányának becsléséhez n — 100 elemű mintát 
vesznek. A minta selejtarányával becslik a teljes halmaz ismeretlen p 
selejtarányát. Mennyire valószínű az, hogy a becslés legfeljebb 196-kal tér 
el a tényleges p értéktől? 


IV.23 Egy célpontra 200 lövést adnak le. A találat valószínűsége minden lövés- 
nél 0,4. Milyen határok közé fog esni 9007-os valószínűséggel a, találatok 
száma? 


IV.24 Automata minőségvizsgáló n — 100000 elemű mintát ellenőriz le egy 
gyártósoron előállított számítógépes alkatrésztömegből. A vizsgálat után 
milyen valószínűséggel állíthatjuk, hogy a mintából meghatározott selejt- 
arány a készlet elméleti p selejtvalószínűségétől legfeljebb 0, 01-el tér el? 


260 
IV.25 Közelítőleg határozzuk meg a A — sé (99) összeget! 
ÍV.26 Egy üzemben csavarokat csomagolnak. Egy-egy dobozba átlagosan 5000 
csavar kerül. A csavarok számának szórása a tapasztalat szerint 20 darab. 
Mit mondhatunk annak valószínűségéről, hogy egy dobozban a csavarok 
száma 4900 és 5100 közé esik, ha az eloszlást nem ismerjük. 





IV.27 Legyen X € N (0, 1) . Bizonyítsa be, hogy P e B) 0 ál 
IV.28 Legyen X € U (0, 4) és 7 —(X — 2) . Bizonyítsa be, hogy P(Z 2 6) c 2! 


IV.29 Egy szavazókörzetben összesen 20000 szavazásra jogosult állampolgár van. 
Minden szavazó 0,40 valószínűséggel megy el szavazni, a többi választó 
szándékától függetlenül. Mekkora annak a valószínűsége, hogy a szavazás 
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ú 


érvényes lesz vagyis, hogy a szavazópolgárok lezzlébb 4077-a részt fog venni 
a szavazáson? 





IV.30 Egy termékbemutató szervezésekor n — 1000 meghívót küldenek szét. 
A tapasztalat szerint a meghívottak egymástól függetlenül p — 0,1 va- 
lószínűséggel fogadják el a meghívást és jelennek meg a rendezvényen. 
Mekkora teremben kell a rendezvényt megtartani, ha azt akarják, hogy 
a megjelentek mind le tudjanak ülni legalább 90€4-os valószínűséggel? 
(5 (1,3) — 0,9). 


IV.31 Egy dobozban 4 cédula van, rajtuk a —1, 0, 2, 2 számok. 192-ször húzunk 
visszatevéssel a dobozból. A centrális határeloszlás tétel alkalmazásával 
határozzuk meg annak valószínűségét, hogy a kihúzott számok összege 
legalább 90, de 180-nál kisebb. 


IV.32 Egy szövőgép 500 szállal dolgozik. Annak a valószínűsége, hogy egy szál 
időegység alatt elszakad 0, 008 minden szálra. Határozzuk meg, hogy 0, 95 
valószínűséggel milyen határok között várható a szálszakadások száma egy 
időegység alatt? 


IV.33 Legyen X standard normális eloszlású valószínűségi változó! A standard 
normális eloszlás táblázatának használata nélkül bizonyítsa be, hogy ekkor 
fennáll aP(—3—X c3)31— Zs egyenlőtlenség! 





IV.34 Ha egy gyár egyforma energiaigényű gépe közül átlagosan 707. működik 
és 3070 vár javításra, vagy éppen javítják, akkor átlagosan 210 gép e- 
nergiaigényét kell kielégíteni. Mennyi energiát kell biztosítani akkor, ha 
99,976-os biztonsággal szeretnénk elérni azt, hogy minden működőképes 
gép valóban működni tudjon? (Feltesszük, hogy a gépek meghibásodása 
egymástól független.) 


IV.35 Egy tanfolyamra 100 hallgató iratkozik be. Más elfoglaltsága miatt min- 
den hallgató 0, 6 valószínűséggel megy el az egyes órákra. Feltételezzük, 
hogy egymástól függetlenül látogatják az órákat. Hány fős terem kell 
ahhoz, hogy az órára érkező hallgatók 907-os biztonsággal elférjenek a 
teremben? 
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IV.36 


TVAT 


IV.38 


IV.39 


IV.40 


IV.41 


IV.42 


IV.43 


IV.44 


Adottak az X1, X2, ..., Xn € U(0,1) teljesen független véletlen számok. 
Ezek segítségével generáljunk normális eloszlású véletlen számot! 


Tekintsük a (0,Ú4) intervallumon egyenletes eloszlású X1,.X2, ..., Xn sta- 
tisztikai mintát, 4 5 0. Bizonyítsuk be, hogy az alábbi négy statisztika. 
mindegyike torzítatlan becslése a 0 paraméternek. Határozzuk meg, hogy 
a becslések közül melyik a leghatásosabb (legkisebb szórásúj). 


e -1 ; 
1-3. É nez .x metér— aj: et gyz ga RÉ 





"A hazugságnak három fajtája létezik: 


hazugság, szemérmetlen hazugság és a statisztika." 
(Mark Twain) 





Legyen X1, X2, ..., Xn egy E ( 5) eloszlásból származó statisztikai minta. 
Igazoljuk, hogy az 72 — Xn átlagstatisztika hatásosabb torzítatlan becs- 
lése a 0 paraméternek, mint a 711 — n - Xf statisztika. 


Legyen X1., X2,..., Xn egy E(Ú) eloszlásból származó statisztikai minta. 
Adjuk meg a Ú paraméter maximum-likelihood becslését! Igazolja, hogy 
a kapott statisztika bár nem torzítatlan, de aszimptotikusan torzítatlan. 


Legyen X1, X2,..., Xn az f(z) — e9s,z 5 Ú 5 0 sűrűségfüggvényhez 
tartozó minta. Adja meg a Ú paraméter maximum likelihood becslését. 


Legyen X1, X2,..., Xn az f(3) — ef" og 5 0 5 0 sűrűségfüggvényhez 
tartozó minta. Igazoljuk, hogy 11 — Xf — k a Ú trozítatlan és konzisztens 
becslése. 


Legyen X1, X5,..., Xn egy statisztikai minta és tekintsük a 71 — Xn és 
a Sítán s ts misöiszétkákak; Számítsuk ki a 71 és 15 várható értékét és 


szórásnégyzetét ha a minta eloszlása 
ü.) (0.9) Üz0 b.) E(35) 950. 


Legyen X1, X2, ..., Xn egy statisztikai minta. Adjuk meg az eloszlás is- 
meretlen paraméterének (paramétereinek) maximum likelihood becslését 
és momentumos becslését, ha a minta eloszlása 

a.) B(N,0) , 0 € (0,1), N adott természetes szám 

b.) Por9) az Ü, 

c.) G(0) 9 E (0,1), 

d.) E (5) sik zs ük 

e.) N(4,009) co 5 0 adott, 9 ismeretlen, 

f.) N (41, 02) , 02 5 0, 01 ismeretlenek. 


Legyen X1, X2, ..., Xn az f(r) — 4-z étD z5 1,4 5 1 sűrűségfüggvény- 
hez (Pareto-eloszlás) tartozó minta. Adjűk meg a Ú paraméter maximum 
likelihood becslését és a momentumos becslését! 
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1V.15 


IV.46 


IV.47 


ÍV.48 





Tekintsük az 


90 hazzó 
Tdgzős (23 Én r717t1 , ag 2328 2 
0 3) egyébként 


sűrűségfüggvényű Pareto-eloszlást, ahol 41,92 5 0 paraméterek. (Ez az 
eloszlás elsősorban a közgazdaságtanban fordul elő, pl. a jövedelemeloszlás 
egy adott országban jól közelíthető a Pareto-eloszlással, ahol 41 és Ú2 az 
országra jellemző állandók.) Az X1, X2, ..., Xn statisztikai minta alapján 
adjunk maximum likelihood becslést a 91, 02 paraméterekre. 


Egy szövőgyárban a fonalak szakítószilárdságát mérik kp-ban. Egy 12 ele- 
mű mérés-sorozatban az átlagra T12 — 3,25 kp adódott. A mérés szórása 
ismert, cg — 0,3 kp. 

a.) Állapítsuk meg a fonal szakítószilárdság konfidencia intervallumát 
9590-os szinten. 

b.) Legalább hány mérést kellene elvégezni ahhoz, hogy 9576-os meg- 
bízhatósági szint esetén a konfidencia intervallum hossza ne legyen 0,2 
kp-nál nagyobb? 

c.) Hogyan módosul a konfidencia intervallum, ha a mérés szórását nem 
ismerjük, a standard empirikus szórásra s12 — 0,3 kp adódik? 

d.) Ebben az esetben legalább hány mérés kell a legfeljebb 0,2 kp szé- 
lességű, 9599-os megbízhatóságú konfidencia intervallumhoz? 


Egy gépsoron gyártott termék átmérője az /1/-es beállítás mellett N (10, 1) 
a /2/-es beállítás mellett pedig N (10.25, 1) eloszlást követ. Adva van a, 
termékek egy halmaza, amelyről nem tudjuk, hogy az /1/ vagy a /2/ 
beállítás mellett gyártották. A technológus az alábbi döntési metódust al- 
kalmazza: ha egy 25 elemű minta átlaga 10.1 alatt marad, akkor az /1/-es 
beállítás, különben a /2/-es beállítás mellett szavaz. Kérdések: 

a.) Mennyi ekkor az /1/ és a /2/ melletti helytelen döntés valószínűsége? 
b.) Hány elemű mintátá kellene venni ahhoz, hogy a , helytelenül /2/-est 
tippelünk" esemény valószínűsége legfeljebb 0,01 legyen? 

c.) Az előző pontban kiszámolt mintaelemszám mellett mennyi annak az 
eseménynek a. valószínűsége, hogy , tévesen /1/-es mellett tippelünk" ? 
d.) 100 elemű minta esetén mi legyen az elválasztási érték (10, 1 helyett), 
hogy annak a valószínűsége, hogy ,helytelenül /1/-es beállításra szava- 
zunk" 0, 02 legyen? 


Egy automata darabolónak 1200 mm hosszúságú acélszalagokat kell le- 
vágnia. Előzetes adatfelvételből ellenőriztük, hogy a gép által készített 
darabok hossza normális eloszlású valószínűségi változónak tekinthető cg — 
3 mm szórással. Ellenőrizni akarjuk a gép beállításának helyes voltát. 
Ezért a gyártmányokból 16 db szalagot véletlenszerűen kiválasztunk, és 
lemérünk. Az adatok az alábbiak voltak mm-ben: 

1193, 1196, 1198, 1195, 1198, 1199, 1204, 1193, 

1203. 1201, 1196, 1200, 1191, 1196, 1198, 1191. 

vizszáljla meg, hogy van-e szignifikáns eltérés az előírt mérettől! 
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IV.49 


IV.50 


IV.51 


IV.52 


IV.53 





Bizonyos gyártmány hosszméretére 1000 mm az előírt érték. Tudjuk, hogy 
a hosszmérték ingadozása az előírt érték körül normális eloszlású. Tekint- 
sük az alábbi 10 elemű mintát: 

983, 1002, 998, 996, 1002, 983, 994, 991, 1005, 986. 

Elfogadható-e az a nullhipotézis, hogy a hosszméret várhatóértéke 1000? 


A textiliparban minőségellenőrzésnél fontos annak a vizsgálata, hogy két, 
minta alapján minősített tétel azonos tulajdonságúnak tekinthető-e vagy 
sem. Az első ni — 10 elemű mintatételben az egységnyi fonalhossz töme- 
gének átlagára 7, — 12,3 gr, a második no. — 12 elemű mintatételben 
ugyanakkor az átlagra T,, — 11,6 gr adódott. Feltételezve, hogy a tömeg- 
mérés pontossága (a szórás) cg — 18 gr, döntsünk 999-os szignifikancia 
szinten arról, hogy a két tétel fonaltömegei azonosaknak tekinthetők-e! 


Ki akarjuk mutatni, hogy egy kezelés amelyet állatokon végeztek, hatást 
gyakorol az állat testsúlyának növekedésére. Annál a ni — 10 állatnál, 
ahol nem volt speciális kezelés, az időegység alatt mért súlynövekedés 


61, 52, 47, 51, 58, 64, 60, 55, 49, 53 


(kg) volt. (Ez volt, az ún. kontrollcsoport.) Az állatok azon na — 12 
létszámú csoportjánál, ahol a kezelést elvégezték ugyanezen idő alatt a 
súlygyarapodások értékei 


53, 99, 63, 67, 60, 57, 73, 65, 58, 68, 62, 71 


(kg) voltak. Igaz-e az a nullhipotézis, hogy a kezelés nem növeli az állatok 
testsúlyát? 


Egy konzervgyárban adagolóautomata tölti a dobozokat. Az egy dobozba 
töltendő anyag tömegének várható értékére az előírás 9 — 500 gr. Mintavé- 
tel során az alábbi értékeket kapták grammokban: 


483, 502, 498, 496, 502, 483, 494, 491, 505, 486. 


Döntsön 9596-os szignifikancia szinten, hogy teljesül-e a várható értékre az 
Ú — 500 gr előírás! 


Egy rovarirtószer hatását vizsgálják két különböző rovar (légy és darázs) 
esetében. A méreg hatásfokát az ún. reakcióidővel mérik, azaz azt az 
időt jegyzik fel, ami alatt a méreggel reakcióba került rovar lebénul, és a 
hátára esik. Korábbi vizsgálatokban igazolták, hogy a reakcióidők loga- 
ritmusa normális eloszlást követ. A legyek esetében egy ni — 14 elemű, a 
darazsak esetében egy n2 — 15 elemű mintát kaptak. Az adatokat nagyság 
szerint rendezve olvashatjuk az alábbi táblázatban: 


0.557 
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IV.54 Egy klinikán két altatószer hatását hasonlítják össze. Összesen n — 15 
kísérleti személynek (k.sz.) beadják először az A, majd néhány hét múlva 
a B altatót, és mérik hány perc alatt hat a gyógyszer, mennyi idő alatt 
kerül a k.sz. a mélyalvás stádiumába a beszedés után. Az adatokat az 
alábbi táblázatban láthatjuk: 





k.sz. sorszáma, EZZZE 4 


TETTE TEN BELE 


MESZ LT [JN ÍS ÍS Íá Tir 
B Í177811453 17.86] T874117.301 16.598] T6,79 ] 13.06 


Van-e szignifikáns különbség a két gyógyszer hatása között? A döntést 
z — 0,05 szignifikancia-szinten hozzuk meg! 














- Mennyi az emberek átlagos alvásideje? 
- 2 


- Még 10 perc... 






IV.55 Valaki sokszor játszik ne nevess korán társasjátékot és szorgalmasan fel- 
jegyezte egy táblázatba, hogy n — 1000 dobás alatt milyen gyakorisággal 
kapott különböző értékeket. A gyakoriság táblázat alapján állíthatjuk-e 
z — 0,05 szignifikancia-szinten, hogy a dobókocka szabályos? 

5 


Net TET TIT TT TET 














176 ] 
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IV.56 Egy textilüzemben korábbi tapasztalatok azt mutatták, hogy a fonalsza- 


Poisson eloszlás! 








ÉV 
1861 
1862 
1863 
1864 
1865 
1866 
1867 
1868 
1869 
1870 
1871 


. 


A fonalszakadások száma ! Gyakoriság ! Az elméleti Poisson eo.érték 


kadások száma egy bizonyos géptípus és fonal esetén Poisson eloszlású 
A — 8 paraméterrel. Vizsgáljuk meg újabb adatokkal, hogy fennáll-e a 





0.00033 














1 0.05725 
8 0.13959 
10 0.07219 
1 0.02962 
2 0.01692 
f5 jú 











IV.57 A megadott százéves minta alapján döntsünk arról a nullhipotézisről, hogy 
Budapest levegőjének januári középhőmérséklete normális eloszlást követ 
vagy sem! Az ellenőrzést a Kolmogorov-Szmirnov próbával végezze el! 
A levegő január havi közepes hőmérséklete, Budapest, 1861-1960 [/C] 


ÉV 5§§ 


—1,5 1928 —0,3 
—6,4 1929 —3,8 


1930 0.3 
1931 04 
1932 -18 
I933 -381 


KÖ 39384 465 


1935 —2,0 


-1,1 1936 42 
—-31 4087 -£ó 
-$ § 1038 00 


IV.58 


IV.59 


ÍV.60 








1872 —04 1906 -07 1939 17 
ÍR7a 17 1907 —33 1940 -68 
fű id 1508 -$4 IJ9i —-2I 
ÍGJS ii í0ú0 -ú§D jö —8d 
ÍR7S 47 Í9ID Ü9 1944 —-38 
j877 67 1I9II LD 0 ió4i 32 
IS78 —26 1912 —8óA 1945 -—-338 
i879 —2i 1913 -—19 1946 —28 
1880 —3,0 1914 —40 1947 —5,7 


1881 —4,1 1915 2.2 1948 42 
1882 098 1916 308 1949 1,5 
jóóZ 46 if Ú§ 1iá$ú 65 
1884 1,2 1918 1.1 1951 28 
1885 —0,8 1919 25 1952 1,2 
1886 0,0 1920 3.1 1953 1,3 
1887 —1,6 1921 4,6 1954 —48 
1888 —43 1922 —15 1955 —-10 
Í889 —L9 1929 1.8 19586 15 
1890 03 1923 1.8 1957 —i8 
1891 —6.2 1924 —31 1958 —-03 
18923 —1.3 1995 —31 1958. 0i 
1893 —9,0 1926 0,2 1960 1,2 
lem —27 i0j7 387 


Az előző adatsoron (budapesti januári középhőmérsékletek) ellenőrizze a. 
normalitás teljesülését x?-próbával is. 


Vizsgálja meg a homogenitásvizsgálatra vonatkozó x?-próbával, hogy a 
budapesti januári középhőmérsékletek 1861-1910 és 1911-1960 között azo- 
nos eloszlásúnak tekinthetők-e? 


Egy újonnan kifejlesztett müzli ötféle magot (A, B, C, D és E) tartalmaz, 
melyek százalékos megoszlása a terméken lévő tájékoztató szerint 359, 
2597, 20, 1097, illetve 109. Egy véletlenül kiválasztott zacskóban az 
alábbi mennyiségi megoszlást találtuk: 


összetevő TA TB TC TDTET 
Szem (db) [1811 145]1100168163] 
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IV.61 


IV.62 


IV.63 





Döntsünk z — 0,1 szignifikancia-szinten arról, hogy a minta összetétele 
megfelel-e a csomagoláson feltüntetett eloszlásnak! 


Egy kutatócsoport azt vizsgálta, van-e összefüggés egy bizonyos betegség 
lefolyásának súlyossága és a betegek életkora között. A vizsgálat során 
n — 200 beteg adatait gyűjtötték össze, majd azokat csoportosították 
a betegség súlyossági foka és a paciens életkora szerint. Eredményül az 


alábbi táblázatot kapták: 

40-60 ] 60 fölötti 
ösi ű Fa Ta 7 
súlyos [6 [338 TT 15 
A függetlenségre vonatkozó x?-próbával döntsünk z — 0, 01 szignifikancia 


szinten, hogy van-e összefüggés a betegek életkora és a betegség lefolyásá- 
nak súlyossága között! 






















Lefolyás 





Tekintsük a (0, 1) állapotterű, 
— f 01 0.9 
7 A Ú3 ÜZ 


átmenetvalószínűség-mátrixszal adott Markov-láncot! Számolja ki a 
P(X3— 1) valószínűséget, ha P (Xg — 0) — 1! 


I- 





Andrej Andrejevics Markov 


Ismételten dobunk egy kockával, K; jelölje az 7-edik dobás eredményét, 
2 1. 2. s FÉéktütsük az 


Xa—1 An 7 maxtTAi 383 ren] ÖMAX( Xn 1 Jn] 
és az 


Yoc6 Fe iüntki, Kocs Ka öün11 s Eh 
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IV.64 


ÍIV.65 


IV.66 


ÍV.67 


IV.68 


sorozatokat. 

a.) Igazoljuk, hogy (Xn.n 2 0) és (Y1,n 2 0) Markov-láncok. 
b.) Adjuk meg az átmenetvalószínűség mátrixaikat. 

c.) Adjuk meg a stacionárius eloszlásokat. 


Tekintsük a 
ú § 4 
1 — I 8 0 
ű 3 a 


átmenetvalószínűség-mátrixszal adott Markov-láncot! 
a.) Mi az X2 eloszlása, ha P(Xo—0)—P(Xp—1)—P(Xg — 2) — 3: 
b.) Mennyia P(X2 —1] Xg — 2) kétlépéses átmenetvalószínűség értéke? 


Legyenek Y7 , Y2, ..., Yn független, bináris értékű valószínűségi változók úgy, 
hogy P(Y.—01—P(Y—-1— 5: Legyen Xn, — Y1-----4Y! Bizonyítsa 
be, hogy (Xn) Markov-lánc. Adja meg az n-edik időpont abszolút elosz- 
lását! 


Tekintsük a 


Is 


..f 04 69 

JA Ü3 OZ 
átmenetvalószínűség-mátrixszal adott Markov-láncot! Mi a 0 állapotban 
tartózkodás idejének az eloszlása? Bizonyítsa be! Mi a várható értéke? 


Tekintsük a 


II — 


EK Ot. 
DO tol Htolk 
Ok oO 


átmenetvalószínűség-mátrixszal adott Markov-láncot! Tegyük fel, hogy a 
kezdeti eloszlás P(Xo—0)—0,P(Xo—1) —1,P(Xg — 2) — 0. Mi lesz 
X3 eloszlása? 


Tekintsük a 


0.1 0.3 0.6 
űN—-( 0.2 04 Ö4 
0.8 0.1 0.1 


átmenetvalószínűség-mátrixszal adott Markov-láncot! Tegyük fel, hogy a 
kezdeti eloszlás P (Xg — 1) — 0.7, P(Xg — 2) — 0.2, P (Xas 3) —Ül.NM 
lesz X1 eloszlása? 
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IV.69 


IV.70 


TV.z1 


IV.72 


IV.73 


IV.74 


IV.75 


IV.76 


Szabályos dobókockával dobunk, és azt tartjuk számon, hogy az eddigi 
dobások közül mekkora a legnagyobb. Vagyis n dobás után a Markov- 
láncunk akkor van a j állapotban, ha a legnagyobb dobott érték j volt. 
a.) Irja fel az átmenetvalószínűség-mátrixot! 

b.) Mennyia P(X2 — 4] Xg — 3) kétlépéses átmenetvalószínűség értéke? 
c.) Mi X2 eloszlása, ha a Markov-láncot a P(Xg — 2) — 1 eloszlásból 
indítjuk? 


Tekintsük a 


II — 


OD Ot Hiol- 
Ot Ot. 
tik Or oO 
tbi-tlik CO 


átmenetvalószínűség-mátrixszal adott Markov-láncot! Mi a határeloszlása? 


Ha tegnap esett az eső, akkor legyen a annak a valószínűsége, hogy ma is 
esni fog. Ha tegnap nem esett, akkor annak valószínűsége, hogy ma esni fog 
legyen 8. Számítsa ki az eső stacionárius eloszlás szerinti valószínűségét! 


N db fehér és N db fekete golyó van szétosztva két urnába úgy, hogy 
mindkét urnában ugyanannyi (N db) golyó van. Definiáljuk a rendszer 
állapotát a következőképpen. Az i-edik állapot (i — 0,1,.., N) jelentse 
azt, hogy az első urnában ? db fekete golyó van. Minden lépésben egy-egy 
golyót húzunk az első illetve a második urnából, és fordítva tesszük vissza: 
az elsőből húzott golyót a másodikba, a másodikból húzott golyót pedig 
az elsőbe. Adjuk meg a p;j átmenetvalószínűségeket! 


Stabil-e az alábbi átmenetvalószínűségi mátrixszal adott Markov-lánc? 


33 
n— [010 
ünn a 


Egy adatcsomagot továbbító csatorna Mi valószínűséggel áll rendelkezésre, 
azaz tud átküldeni csomagot egy időrésben. Új csomag A valószínűséggel 


érkezik egy időrésben. Írjuk fel a sorhossz átmenetvalószínűség-mátrixát, 
ha a pufferben maximum négy csomag fér el! 


Adjon példát 3 állapotú nem stabil Markov-láncra. Indokolja meg, hogy 
miért nem stabil! 


Tekintsük a következő játékot! Ha. a játékosnak i forintja van, (0 Ti € N), 
akkor p valószínűséggel nyer 1 Ft-ot, és 1—p valószínűséggel veszít 1 Ft-ot. 
Ha 0 forintja van, akkor 1 — p valószínűséggel nem változik a pénze és p 
valószínűséggel nyer 1 Ft-ot. Ha N Ft-ja van, akkor p valószínűséggel nem 
változik a vagyona, és 1 — p valószínűséggel veszít 1 Ft-ot. Jelölje Xn a 
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JAZZ TT 


ÍV.SZ8S 
IV.79 


játékos vagyonát az n-edik lépés után. Mutassa meg, hogy (Xn. n2 05z 
Markov-lánc és adja meg az átmenetvalószínűség mátrixot! 


Tekintsük a következő átmenetvalószínűség mátrix-al adott Markov-láncot! 


II — 


oO OD O0uj- 
DD DHkt OO 
[ói Feel szal vi Lee] [86] 


ti D S oO 


Mennyi a P (Xs — 3 ] X4 — 1) kétlépéses átmenetvalószínűség értéke? Mi 
lesz X2 eloszlása, ha 


2 


1 


P(xXg 5 0j — 


Mi az előző feladatban adott Markov-lánc határeloszlása? 


Tegyük fel, hogy egy vírus N különböző mutációban fordulhat elő. Min- 
den egyes generáció vagy megmarad az eredeti mutációban 1 — a való- 
színűséggel, vagy a valószínűséggel egy másik mutációba alakul át. Az 
utóbbi esetben az új mutáció véletlenszerűen, egyenletes eloszlás szerint 
választódik ki a többi N — 1 lehetséges változat közül. Mi a. valószínűsége 
annak, hogy a harmadik (a második mutáció utáni) generáció ugyanaz a 
mutáció, mint a kezdeti? 
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Az 


TT 
I.2 


I.3 


I.4 


1.5 


I.6 


Té 





I. fejezet feladatainak megoldásai 
C-(AB)J4 A 


a (A, B)) — (0, A, A, B, B, AB, AB, AB, AB, 90, AAB AG B, AtB, At 
BÁAÁ4BÁAÁLB] 


Ez éppen a Boole-egyenlőtlenség, hiszen P (A;) — 1— P (4A;), így 


P(ÍT A) sisa PA 7 ame ő PE 


a.) eset: Ha P(AB) 2 P(AO) : 

Baloldal: P(AB)—P (AC) — P(ABC)1-P (4BC)—P(ABC)—-P (ABC) 
£ P(ABO) 

Jobboldal: P (BC 4 CB) — P(BC)--P (CB) — P(ABC) 34 P(ABO) 4 
P(ACB) 2 P(ABO) 

Hasonlóan igazolható a b.) P(AB) £ P(4AOC) esetre is! 


a.) eset: P(AB) —P(A)P(B) 2 0: 

Ilyenkor 0 c P(ABJ—-P(C(A)JP(B) c P(AJ—PTAJP(B) z PTrA)P(B) 
0 £ P(4AB) — P(A)P(B) c P(B) — P(4)P(B) £ P(A) P(DB), azaz 
(P(AB)—P(A)P (B)? S P(AP(A)P(B)P(B) S 1.1. 
(Megjegyzés: P(A)P (4) —p(1—p) c 3). 

b.) eset: PC(4)P(B)—P(4AB) 5 0 : 

Mivel P(AB) — P(4) 4 P(B)—P(4-7 B) 2 P(4) —-P(B)—1 

így 0 £ P(4) P(B) — P(AB) — P(4A)P(B) — P(4) — P(B) 1-1 — 
P (A) P (B). 

Másrészt 0 £ P(4) P(B) —P(AB) £ P(4) P(B), azaz 
(P(A)P(B)—P(AB))? c P(A)P(A)P(B)P (B) c (1). 
Megjegyzés: Felhasználva a kovarianciánál tanultakat, a Schwarz egyen- 
lőtlenségből következik, hogy [cov(X,Y)] £ ax :- cY. Alkalmazzuk most 
ezt a xa4 — X,xzg — Y szereposztásban! cov(X,Y) — cov(xa. XB) — 


P(AB) — P(A) P (B), és pl. cX — cx, — VP(A)P(A) £ 3, ahonnan 
már következik az állítás! 


a.) P(4AB)P(AB) — P(AB)P(A3 B) c P(4--B)P(A7 B) 
n(l— péz 

b.) Baloldal: 

IP(AB) — P(AO)I — IP(ABC) 1 P (ABC) — P(ABC)—P(ABO)] 
P(ABC) 1P(ABÓO) . 

Jobboldal: 

P (BC) 1 P(BC) — P(ABC) 3 P (ABC) 4 P(ABO) 34 P(ABO) . 


a.) P(AAB) —P(4AB 3 AB) — P(AB) 41 P (AB) — P(4A)— P(AB) -- 
P(B)— P(AB). 


14 


I.8 


1.9 


I.12 


1.13 
I.14 





b.) P? (44 B) — P? (4) 3-P? (B) 4-P? (A - By—2P (A) P(AB)—2P (B) . 
P(AB) 3--2P(4A) P(B) a Poincare-formula négyzetre emeléséből. 
Másrészt P (A. B)P(A- B) — ([P(4)—P(AB)] - (P (B) —P(AB), a- 
miből már következik az állítás. 


a.) Baloldal: P (ABC) 3-P (ABC) 3--P (ABC) --P(ABC)—P (ABC) — 
P (ABC) . 

Jobboldal: P(AB) t- P(AB) — P(ABC) 4 P(ABO) -- P (ABC) 7 
P (ABO) — baloldal 4 P (ABO) 3-P (ABC) . 

b.) A P(E3F) 4 P(EF) — P(E) 3- P(F) Poincare-tételből követ- 
kezik megfelelő szereposztásban. Most E — AMB és F — AC, ekkor 
AMBHFAC-AB3AC—A(Bi4O) — A(BC) cz AN BŐ. 


Baloldal: P(A) -P(B) -P(C)—P(AB) — P(4AC) —P(BC) — 

P (AB) 3 P (AB) 4 P(AB) 4 P (AB) 4 P(4C) 3 P (AC) — P(AB) — 

P (4C) — P (BC) — 

P (ABC) 3. P (ABC) -- P (ABO) 1-P (ABC) -- P (ABC) 4 P (ABC) -- 
P (ABC) 4 P (ABC) 4. P(ABC) 3 P (ABC) 4 P (ABC) 1 P (ABC) — 
P (ABC) - P(ABC) - P(ABC) —P (ABC) — P(ABC) — P (ABC) — 
P (ABC) 4 P (ABC) -- P (ABC) 4. P (ABC) —-P (ABC) 4. P (ABO) . 
Jobboldal: P (BC) -- P (BC) — P(ABO) 4 P(ABO) 4 P (ABO) -- 
P (ABC) —Baloldal—P (ABC) — P (ABC) . 


Baloldal: P (4B) --P (AB) — P (ABC) 4 P(ABO) 4 P (ABC) 

P (ABC) . 

Jobboldal: P (AC)--P (4C)--P (BC) 4 P (BC) — P(ABCO)5-P (ABO) 
tP (ABC) --P (ABC) 3-P (ABC) 3P (ABC) 3-P (ABC) 3-P (ABC) — 
Baloldal--2P (ABC) 4 2P (ABC) . 

P(A-- B) — P(4) 4 P(B) - P(AB) : P(AB) — P(4) 4 P(B) — 
P(413- B) 2 P(A) 1 P(B)—1—0, 7. 

Egyenlőség akkor áll fenn, ha pl. X € U(0,1) és A — x(X c 0,9) , B — 
(A 202) : 


n—-1 n F) 
4— 9 Au: po A23.B7-) Aig. 

í—1 Jt t i—i 
A — Az 7- ( Az S A1) F (Az S (4Ai- 4A2)) F(A4Sx (Az Tt Az - 4Az)) - - - - é 


Jelöljük n(A)-val az A halmaz elemszámát! Ekkor n(4A-- B) — n(4) 
n(B) — n(AB) , azaz 110 — n(A) -- 60 — 40, tehát n(4) — 90. 


a.) Az egyetlen eset, amikor nem jut kávé az, ha mind a négy sorbanál- 
lónak elfogadta. az automata a pénzét. Ennek a valószínűsége (0,98)$. 
Vagyis a keresett valószínűség 1 — (0,98)!. b.) 0, 028 . 0, 98. 





T.16 


TM GS 





A elemei, összesen 15: 

(1. 1 5.5 0151 3. ít 29 EiID(LA4AD 12 (241) , 
4.21... 3,8) 6 1.3) (3.3.1) (2.23) (2.3,2]) (3, 2 2) 

B-nek összesen 3? — 27 eleme van és AB — Ű, hiszen B elemeinek összege 
is páros, 7 nem lehet az összeg. C-nek 5? — 125 eleme van, így C-nek 91. 
AC-nek csak 9 eleme van. 

P (A : (B--€)) — P(AB) 4 P (AC) —P (ABC) — P (AC) — 215. 

Mivel AB — Ú), ezért AB — A, valamint CB — OC, mert C c B. Így 
e én 0)B) — P(AB) -- P(CB) — P(ACB) — P(4) —-P(C) — P(4AC) — 
216 276 7 316 úi 316 

Jelölje Az azt az eseményt, hogy k(— 4, 5, ..., 839) a második legnagyobb 
lottószám. 


k—1 90—k 
P(Ak) — Úr ám (sm 6.3) 34(20— Észt a képletet pl. excel 


programban kiszámolva azt kapjuk, hogy a maximális valószínűség k — 68 
esetében adódik, melynek értéke psg — 0, 02398015. 

















85 k 90—1--1 

118 37 37 élére 
k—51—k-k1 (5)(s 

k—1Y/90-—-k 

I.19 B. C: (zt ) 

I.20 Az összes elhelyezés: 464 ő kedvező esetek: SEBE Bell sz 85. ím sz 
9.109 - 10- 5, 

I.21 Nem lehet elhelyezni 8 db futót úgy, hogy egyik sem üssön másikat! A 
táblázatba beírtuk, hány mezőt üt az oda helyezett futó. Látható, hogy 
már 4 futó le tudja fedni a 32 mezőt, többet nem lehet lerakni. A keresett 
valószínűség tehát 0! 

EJB 
b 20] Id9] J30] ! 
P12] [12] [107 
D 10] J14] 12] ] 
(38 aj £ bjisí3j a) az 
a b 
T23 a.) r8 h.) 22. s say 1 BH 
(20) ép (2) 
EYEoltelevíeslítetteetési 
. 8 
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1.25 


I.26 


1.27 


1.28 


I.29 


I.30 


I.31 


a) P(4) — 3 b.) P(By B c) P(c) — AZT 4) P(D) — 
n! s ná 


molmilma] 
Csak az az érdekes, ha fejet dobnak a játékosok a sorozatban. Ilyenkor az 
ábráról leolvashatók a, lehetséges folytatások. Itt látható az is, mikor nyer 
András, és mikor Béla. 





ee András nyer 
[d Béla nyer 


Annak valószínűsége, hogy Béla nyer, azaz FIF jön előbb: p(1— p)p 4 


pp(1 — p)p — p? (1— p?) 
Annak valószínűsége, hogy András nyer, azaz FF F jön előbb: p$. Akkor 


fair a játék, ha p— 1 — p2, azaz p — ait ay 0, 62. 


5 (5) 
5 


P (4) — (dj, P (B) — ú 





(59--() Kén 
P(A dB) ai d. Hai s (85 . 
(37)(90—k) 
(5) 
A keresett valószínűség 5. A téglalap félátlóinak felező-merőlegeseit meg- 
rajzolva beazonosítható, hogy a kedvező terület éppen fele a téglalap te- 
rületének. 


A pénzdarab akkor fedi le a négyzetrács egy csúcsát, ha a pénz középpontja 
közelebb van a csúcshoz 1,5 cm-nél. Így a keresett valószínűség: p — 


1,52-a áss 
SS ev Ü Ö7i. 


Jelöljük a dobókocka alsó lapjának középpontját K-val, egyik (tetszőleges) 
csúcsát 7-vel. A K biztosan bele fog esni valamelyik 30 x 30-as padlólap 
belsejébe. Attól függően, hogy K hová esik, a padlólap pontjait három 
csoportba lehet osztani. 

a.) Ha K közelebb lesz a padlólap széléhez mint 1 cm, akkor a kockának 
biztosan lesz olyan pontja, ami kívül esik a padlólap tartományán. Annak 
valószínűsége, hogy K ilyen pozícióba kerüljön: pi — 1 — 0, 92. 

b.) Ha K távolsága a legközelebbi fúga-vonaltól nagyobb, mint vV2, akkor 
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a kocka alaplapja teljes egészében benne lesz a padlólap tartományában. 
2 

(Annak valószínűsége, hogy ez megtörténjen ESZE j 

c.) A padlólap tartomány harmadik zónája azon pontokat tartalmazza, 

melyre, ha K ráesik, vagy metsz padlórést a kocka, vagy nem (ld. az 


ábrát!) 


Az ábrán x € Hi v2] a K pontnak a fúgától vett távolságát jelöli. A 
c.) pontban definiált zóna pontjait újabb két részre bontjuk a lenti ábra 
szerint. Az első rész négy darab (V2— 1) x (vV2—1) méretű négyzetből 
áll, amik a szürke rész csúcspontjainál találhatók, a második rész pedig 
négy darab (vV2— 1) x (20 — 24/2) méretű téglalapból áll. 






c) zóna 


20-2.f2 em 






4.) zóna 


Ha a K pont a c.) zóna valamelyik említett téglalapjára esik, a kocka 
maximum csak egy padlórést metszhet, míg ha egy négyzetre esik a K, 
akkor lehetséges az is, hogy két padlóréssel is fedésbe kerül a kocka. Ve- 
gyük először a, téglalapok esetét! Jelölje xz a K távolságát a legközelebbi 
fúgától. A kocka akkor fedi le a fúga egy pontját, ha 7 a fúgán kívül 
található körívre, vagy három mások, ezzel egyenlő hosszúságú körív va- 
lamelyikére esik. (Ld. az ábrát!). 


783 





1.32 








E fő vaspár ee 


SZ 
"szattila " 
E 


A négy körív össz ívhossza 842 arcsin sz Az alaplapot magábafoglaló 


kör kerülete 2V/2r, tehát annak valószínűsége, hogy a 7 csúcspont a 
körkerület olyan ívére essen, amikor a fúga fedésbe kerül £ arcsin ei 


Így a négy téglalapon a fúga pontjának lefedési valószínűsége: poi — 
20—4/2V/2 
4 Fi J 4 arcsin S. dady [ /400— EZ egz, 


Vai 1 
Vegyük most a c.) zóna négy saroknégyzetének esetét! Jelölje most xa K 


függőleges, y a vízszintes fúgától való távolságát! Az előző számításokhoz 
hasonlatosan, most 8 olyan ívszakasza van, amibe ha T ráesik, a kocka 
biztosan fedni fogja valamelyik fúgavonalat. Ezen ívek összhossza most 


842 (arccos ön -- arccos Vi . Így a fedés valószínűsége ebben az esetben 


z ATCCOS BIG -- arccos 3 ) lesz. Ezzel súlyozva a négyzetek pontjait ha- 


tározhatjuk meg a fedés valószínűségét: 


V2V2 
18 fi arccos 5 arccos —- dady 
D22 — — 5  — Re nel zs 0,002263590. 


Végezetül a kapott valószínűségeket összegezve kapjuk meg a keresett 
(10—V/2)(4—r) 4 (/2—1)(4—r) 
307 75 


valószínűséget: pi -- pa1 4 po? — 1—0,92—- HÚ 


0.24. 


Jelöljük a kiválasztott pontoknak az origótol vett távolságait xi és T2- 
vel. Ha xi a x2, akkor a keletkezett szakaszok, amiből a háromszög 
megszerkesztendő: a — 1,b— 2—a1ésec— 1— 99. Háromszög akkor 
szerkeszthető a három szakaszból, ha egyszerre állnak fel a a-b 5 c, ate2z 
b és bt-c 2 a egyenlőtlenségek. Ezekből T1, 12-re az 12 2 £1 42 2 Dr és 
53 2 xi relációk adódnak. Ez a feltételrendszer az egységnégyzetben egy Bi 
területű háromszöget határoz meg. Figyelembevéve, hogy r2 £ mi is lehet, 
ami hasonlóan szintén egy ugyanakkora területű háromszöget definiál, a 
háromszög szerkeszthetőségének valószínűsége 2. A háromszög szerkeszt- 
hetőségének megfelelő tartomány tehát két csúcsukkal összeérő háromszög. 
Ebben kell lennie a hegyesszögű háromszöghöz tartozó pontoknak. Egy 
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I.33 


1.34 


a, b, c oldalú háromszög akkor hegyeszögű, ha egyszerre fennállnak a a? -- 

b2 5 é at 3 e 5 b? és b 3 e 7 a? egyenlőtlenségek. Ha mi Ca 22, 

akkor az a1, x2-re az alábbi egyenlőtlenség-rendszer fennállása következik: 
201—1 ő 3 


HB szeszes zb T 222—2zaF1 5 ri. Ezek a relációk az alábbi 
2(c1—1) — 72: 2(1—zi) 5 72 52 ZT 71: 


tartományt határozzák meg az egységnégyzetben. 





Szimmetria okokból az ábrán bejelölt 571, S2, Sz tartományok területe e- 
0,5 


j B 98 s 271—1 az B 1 ft TÓ 
gyenlő. Ezek közül S: területe: CEE WÉS ldci — § 4 51n5. Így a 
0 
besatírozott tartomány területe: 3—3 (ő -k 5 In 3) s 3 1n2—1. Ennek két- 
szerese lesz a hegyesszögű háromszög szerkesztéséhez tartozó valószínűség: 
31n2—25 0,079. 


A négyzet középpontjától, K-tól és AB-től egyenlő távolságra eső pontok 
1 


az y — x? — a 4 4 parabólán fekszenek. Így p — je — eh zda — 2. 
0 


Ha a-szel jelöljük a tű felezőpontjának a felső padlóréstől vett távolságát, 
a-val pedig a padlórés vonalával bezárt szögét, az eseménytér megfelelhető 
lesz a [0, d] x (0, 7] téglalap pontjainak. A keresett eseménynek megfelelő 
pontok az ábra satírozott pontjai lesznek. 
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I.35 


I.36 


I.37 


I.38 


I.39 


1.40 





Annak feltétele, hogy a tű egyszerre az alsó, és a felső padlórést is messe: 
d-—dsina Z x £ dsina. Az ábrán található az. az határokat az d — 
dsina — dsina egyenlőségből lehet meghatározni. sin a — 5 — ai — 


5. a2 — 57. Ezek alapján a keresett valószínűség: 


1Í 7 d 273 2 
p — — 2 [dsina— S da —- —  — — As 0, 436. 
dm 2 TT 3 


A feladat az alábbi módon átfogalmazható: Ha a [0,27r] intervallum- 
ban véletlenszerűen választunk két pontot, B-t és C-t, mekkora annak 
a valószínűsége, hogy a keletkező három szakasz közül a középső nagyobb 
lesz £7-nál? Ha B és C 0-tól vett távolságait x és y jelöli, az (0, 27] x [0, 277] 
négyzetben azon pontok tartoznak a kérdéses eseményhez, ahol [y — el 5 
2. Így a keresett tartomány a, megfelelő tartományok területeinek aránya, 
azszp—(£) - 4. 

A harmadfokú polinómnak akkor van csak egy gyöke, ha a lokális maxi- 
mum és lokális minimum értékei egyszerre negatívak, vagy egyszerre po- 
zitívak. Pontosan három gyök pontosan akkor lép fel, ha a lokális mini- 
mumérték negatív, míg a, lokális maximumérték pozitív. A lokális szélső- 
értékhelyek meghatározása: pi(r) — 12—a? — 0 5 x — -ta. pmin — p(a) — 
34? — a? 3 b—b— 39? c 0 és ugyanakkor pmax — p(—a) — b 4 39950 a 
feltétele annak, hogy három gyök legyen. A 3a 5 b feltételnek megfelelő 

1 


pontok területe adja a valószínűséget: fi 3a3da E 3: Annak valószínűsége 
0 


pedig, hogy csak egy gyök lesz: 1 — ő ke 2 . 

A keresett valószínűség: p — 1 — z, ahol 7 a P középpontú egységkör és az 
adott egységkör közös területének nagysága. 71 — 2 ( ral 8) — 2 — 3ő8 , 
így a keresett valószínűség: p — 1 — 40— aga az 0, 609. 


A véletlen kísérlet megfelel egy véletlen pont kiválasztásának a [0, 2] x [0, 3] 
téglalapon. Háromszög akkor szerkeszthető, ha egyszerre teljesülnek: x-- 
y5 1 x:d41-:5 yy5 rz—-1. A tartomány berajzolása után a keresett 
terület 3 lesz, azaz a valószínűség 5 lesz. 


Legyen a két szám T és y. Vagy annak kell teljesülnie, hogy 22 5 4, 


vagy annak, hogy 2y 5 xr. A megfelelő tartomány területe adja a keresett 


valószínűséget: p — 5. 


A feltételek most: 14-y51és gy c 2 azaz1—aigya F: A keresett 
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I.41 


I.42 


I.43 


1.44 


valószínűséget a megfelelő tartomány területe adja: 
1 
1 iz 0 :i 
—2 — — (1] — dzs ses AgrÜlL 2 
p J), ( Ez ( 2) ) 4 7 4 096 


A polinomnak akkor nincs valós gyöke, ha a diszkriminánsa negatív, azaz 
1) 


D — 4b2—4a c0 58 bc Va. A keresett valószínűség így: p — f//ada a 


Jelölje An azt az mg rak és. hogy fekete golyót húzunk az n-edik húzásnál a 
dobozból.P ( A1) — —— BT P ( Az) — s P ( Az ] Ai) P (A1)--P ( Az ] Ai) E (A) 


— Ess teas ts — tiz: Teljes indukcióval lássuk ezt be tet- 
szőleges húzásszámra. Tegyük fel, hogy P(4A.) — veező) Ugyanakkor azt 
is tudjuk, hogy P(An) — zzz ahol z a fekete golyók, y pedig a fehér 
golyók száma. Vagyis EE — HT? amiből by — rx, aminek később még 
hasznát vesszük. Vizsgáljuk meg az n -- 1-dik húzás esetét. P(An41) — 
PTáAni I An) P(A h--HPÉ (Ani I An) F (An) e SES LDTÉ GEES sak 


b(2z3-e) tre b(z-4-c)--by E: 
(b-tr)(zt-y-te) — (bir)(ztyto) 7 bir" 








Jelölje A; azt az eseményt, hogy öt kártya húzás esetén az összérték 19, 
miközben éppen ?z db alsó van a kártyalapok között. z — 0, 1, 2, 3, 4. 

Ao : 4 db felső--1db hetes vagy 1 db felső--4 db király; 

Ai : 1 db alsó4-3 db felső-- 1 db nyolcas vagy 1 db alsó-3-2 db felső--1 db 
király--1 db hetes 

Az : 2 db alsó-- Idb felső -- 1 db király--1 db nyolcas vagy 2 db alsó-- 2 
db felső-- 1 db kilences vagy 2 db alsó-- 2 db király -— 1 db hetes; 

Asz : 3 db alsó--1 db felső-- 1 db tizes vagy 3 db alsó-t-1 db király--1 db 
kilences. 

A4 : 4 db alsó--1 db ász. 

B : a hatodik lap alsó lesz. 


P (Ag) — zi Úgdgslá jell FEE P (As) — 
P (44) — 


BISJÁJ SSE (B] A) — .P(BlIA2)— ő. — 3 
P(B I] 44) — 0. A végső választ, a teljes valószínűség tételével adhatjuk 
meg. P(B) s 5,24-1078. 


2.45 
a 9 








a dög 
eg 


KS 





s 
a 3 
20 





X 5 0 csak akkor teljesülhet, ha egyik kihúzott szám sem 0. Az ilyen 
húzások száma 9 - 9 — 81. A kedvező esetek: 


Vá 


I.45 


I.46 


I.47 


I.48 


I.19 


1.50 


1.51 














kel] Y-II 4-8] 
 Y-3 [1822 [IZ] Y-2 k—7 
 Y—-4 [113—311--2 —— [k-3] Y-I3 4-6 
(Y-5 [14—-411-213—312  ] krt] Y-4 kó5 
14-5—5--1—2--4—4--2—3--3 ] k—5 [/ Y—15 k—4 
Y-T ]stb. — [kGÍ Y-16 453 
 Y-8 Ístb. — [hr7[fY-T 52 
(Y-9 Ístb. — [k-SÍJY-I8 KET] 
LYEIOÍstb Ke] [1 





; zt  2ciscS10 
így PY-ilx50-1 SET sr 
SZ Aa cic18 


A : a pénzdobás fej; B : a kockával lesz hatos. 
P(Bj-P(BIA)P(A)J4P(BIAJP(2)—1-148.1— B xs 0,236. 
A; : az i-edik játékhoz 1 db új, és 2 db használt labdát veszünk ki, íi — 
1,2,3. A szorzási szabályt használva: 

g 6 8 ké YA 8 
P (414245) — P(41)P (42 I A) P (4s 1 4142) — MOGEG a 
0, 002. 





Legyen A; az az esemény, hogy i db hiba történt.P ( A;) — (?) 8 EE ási 
Akkor nem vesszük észre, hogy hibás a kimenet, ha a hibák száma páros. 
Ennek a valószínűsége: 9... P(A2x). 


Jelölje D azt az eseményt, hogy egy hallgató ötöst kap. P(A) — 0, 75; 
P(B) —0,15;P(C) —0,15P(DI 4) —0,4.P(D] B) -0,7:P(D I €) — 
0, 6. 


8 gi. VA P(DIAJP(A) 3gb 
A Bayes-tételből: P(A] D) — BIDIDJETÍTETDÍS E TPTDIOJPTOJ zi 
,4-0,7 
TAONETÚ 7 0 IGIOOT 710, 645. Hásónlóai: P (B ] D) ri 0,226,P(C ] D) 8 


? 


Jelölje A azt az eseményt, hogy a kiválasztott dobozban 2 piros golyó 
van. P(4A) — 5,P(A) — 4. Legyen B az az esemény, hogy az elsó húzás 
piros. P(B] A) — 1;P(B] A) — 0,5.A Bayes-tételből: P(A] B) — 
P(BIA)P(A KE 5 S 

P(BIA)P(A)--P(BIAJP(A) : Ír2 — 0, 2. 

A; : 1-edikre dobunk először hatost; B : eközben pontosan egyszer dobtunk 
egyest. 

1—1 . 7 zat 1—2 . 

Praj—(l(5) Fizi2. ,sPIB]AJ-T E (B  iS12 8 s 


PR ez ez egz tl) as 


2-1 1—1 


D : ötös találatom lesz. P (D) — -4s5.P(D I A) — 0 (csökkenti): P(DI B 
(5) 


3-1. 


tol 








6 (növeli); P (D I C) — GJ (még jobban növeli). 
a 2 2 
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oo kool 
n kf n-1 
152 p—- DE (DT4- VST - 
szi pay ös b n70 


Egy másik megoldás: melyik dobás jön előbb? Ötös vagy hatos? Nyilván- 
valóan ennek azonos az esélye, vagyis a keresett valószínűség 5: 


I.53 P((A43B)C) —P(AC14 BO) — P(AC) 1 P(BC) —P(ABC) — 
P (4) — P(AC) 3 P(B) — P(BC) — P(AB) 3. P(ABC) — 
P(4A)(1— P(C)) 4 P(B)(1-— P(C))—P(4)P(B)(1— P(C)) — 
P(4)P (0) 1 P(B)P (C) —P(4A)P(B)P (€) — 

(P(A) -P(B) —P(AB) P (0) —P(A4B)P (0). 


I.54 A következő táblázatban mindenhol elöl a valószínűség áll, mellette pedig 
a hozzátartozó ár szerepel: 


! — ] vasárnap 











A válasz tehát 33 - 85 sz 0, 486. 


I.55 P(A 4 B) — P(A)P(B)—P (AB) — EZ E 


I.56 Az alábbi ábrán besatírozott tartományba eső pontok vannak közelebb az 
alapoldalhoz, mint a négyzet középpontjához: 








1.57 


I.58 


1.59 


I.60 


Az ábrán látható parabóla egyenlete: y — 32—z h2 . Az alsó háromszög- 


2 aA 
ben a besatírozott terület nagysága: (1 — 2 ) r JJ (52—rd3)dxa, 


— M2 
2 
melynek négyszerese a keresett valószínűség. 
a.) 
P kr zneltá veszít) — 3, P (Béla veszít) — 32 — 3, P(Csaba veszít) — 
211... 
1 szaj ölég 3. 
b.) 
ük rzegeeákarenáái A "ina Kia dó b 
s A stb 
P (Béla veszít 5-£r5.-8-3.3.3 gi 
E dá. l.§B d 2 8.1 .£..d 
P (Csaba veszít) 5 §-g.4-bb$1.§11-3 


P (András veszít) — 
P (Béla veszít) — 


úsgeljíll 


87 084 g§" 8 765 4753 9 1 ; 

P (Csaba veszít) 78.142 e11D 8 
A fd e. 4 .. s V2-a-sin 78 
A négyzet egy nyolcadába eső szürke háromszög területe: 71 — HNNN "e 


rsin2: 


a fehéré: 715 — —a 7 ahol z szögfelező hossza. Mivel 713 — V2:-T; és Ty- 
Én s 3: így Tiz JG A szürke terület adja a keresett valószínűséget: 





Legyen A; az az esemény, hogy az i színű karika nincs benne az első k 
kupakban. szpeő A; az az esemény, hogy négy szín közül valamelyik nincs 
benne az első k kupakban. B az az esemény, hogy k -- 1-edikre az ötödik 
színt kapjuk. 


A Poincare-formulából: P rra : A] As) - 
4P ( Az [ddocAu (2) P(A1 Az 1450-(P (Ar Az As I 4As)— —P (4142 Az 4x I 45) 
— 4(3 :§i —6 (3 1 44(3 ja P(At Ha t-dat Az] ár] — 

P (41424s2a 145) —1— (4(9)"—6 (Dr). 


Annak a valószínűsége, e k 7-1 kupakra van szükség: 
P ( A1 42 A3414A5B) — P (A: 42 Az Ax ] A5) P(4A5)P(B) — 


—(1— (4(9)"—6 ("rap ) pa 


A : szabályos kockát vettünk ki, B, : a kivett kockával n-szer hatost 
dobtunk. A bizonytalanság n dobás után: P(B,) — P(B, ] 4)P(4) 
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I.61 


1.62 


I.63 


1.64 


1.65 


P (Ba (A) P (A) — (GY ás ddós 
P(BnlAJP(A zör 
09 PAB SZÉ grrr 


Inmnenn 2 E az 3, 79, azaz legalább négy dobás kell. 


a 


b 


P (egy pe lefedi a csúcsot) — 793; P (mincs lefedő pénz a 10 között) — 
gy 


5 PB lis ládában több az összetört tojás mint 10) — 
1000 

sz (10004 ég, 001)" (0, 999)1999—k 
k—11 


2 
P (legfeljebb két ládát nem fognak átvenni) — )/ ESÉS jé pij. 3 
k—0O 
Jelölje egy tetszőleges pont koordinátáit (u, v)! u? — v?2 c 0,5 akkor tel- 
jesül, ha a pont beleesik az origó középponttú 0, 5 sugarú negyedkörbe. 
Ennek valószínűsége 3g- Annak valószínűsége, hogy egyik pont sem lesz 
közelebb az origóhoz, mint 0,5 : p — (1 — sg , Ennek ellentett esemé- 
nye az, hogy lesz olyan pont, amelyik közelebb esik az origóhoz, mint 0, 5, 
tehát a legközelebbi távolság is kisebb lesz, mint 0,5. Tehát a keresett 


valószínűség: 1—p—1— (1 — az) . 


Összesen 15 olyan szám van 1-től 90-ig, amelyik 4-el osztható, de három- 
mal nem. Olyan szám pedig, hogy hárommal osztható, de néggyel nem 23 
van. Az összes többi szám a feladat szempontjából közömbös; ezek száma 
52. Jelölje X4 a kihúzott néggyel osztható, de hárommal nem osztható 
számok számát a kihúzott számok között, X3 pedig a hárommal osztható, 
de néggyel nem oszthatóak számát a kihúzott számok között. 
Y jelölje a közömbös számok számát. 
Jelöljük A-val azt az eseményt, hogy több néggyel osztható lottószámot 
húznak ki, mint hárommal oszthatót. 
P(4)— P(X1—-5)1P(X4 féyüs ps; im el rP isa mk ellá 1) 4 
HP(X4 s, Xs i, Y—2)4P(X4 szatki Y 3) FEC sr ff Eh ege 9 

15 15) (23 15) (52 15) (52 159 (23) (52 159 (23 
esz (RE DD (IDD A (G JET 

2 52 

DDR: HD: EJB] 
A biztos egermégy 6 egymást kizáró esemény összegére bontható: 
2-7 A-T 3 B;, ahol 


4—1 
A : Sörös Ivó ezúttal nem kocsmában ül, P(4A) — 3 

B; : Sörös Ivó a falu í-edik kocsmájában ül, P (B; ) — — 

Mivel az első négy kocsmában nem volt Ivó, ezért már csak vagy A vagy 
B; következhet be 5 : 2 esély arányban, tehát a keresett valószínűség: 
2 az 0, 29. 

7 , 
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I.66 


I.67 


1.68 


1.69 


I.7Ü 


T.71 


Í72 


T.78 





Annak valószínűsége, hogy csak egy, kettő vagy csak három szín lesz a 
kivett kártyák között: 


gk a GC) (59-20, G) (D-39-O[D-2ÓL 
(6) A2/  (6) 8 (6) 

A keresett valószínűség a fenti esemény ellentettjének valószínűsége: 
1 — e [128(5) — 18(9) — 4(29)] A 0, 564. 


Kedvező esetek: 3-5-4 — 60, összes lehetséges eset: 6.5-4 — 120 —- p— 4. 
.. P(AC--B) . P(AC)-P(B)—-P(ABO) — 3441—0 — 
FERT EFA E SÉÉ a] —" BIRMPÍJ- PHT) — árái 


1—P (mind a tíz dobásnál különböző szám van a két kockán) — 1— (5) 58; 


ur 


A : 100 golyó között 72 fekete, és 28 fehér lesz; Br : A dobozban k 
fekete és 1000 — k fehér golyó van, k — 72,73,...,972. P(AIBr) — 


k (ÖK 
JGNRSE P (Bk) — six: A Bayes-tételből: 
100 


P(AI Boo) P (Broo) 
2 


P (B-oo I 4) — 0, 3. 


A; : a csótány túléli az i-edik irtást, íi — 1, 2, 3. 

P (A:) —0,4,P (42 I 41) — 0,6, P (43 I A142) — 0,8 

a.) A szorzási szabályból: 

P(4A142 43) — P(4A1) : P(A2 I 41) : P (Az ] A142) — 0, 192 

b.) P (A14243) — P(A1 42) — P(A1 42 Az) — 0, 24 — 0, 192 — 0, 048 


c.) P(A142As 1 41) — ESA — 552 — 0, 48 


Egyrészt P(AB) £ P(A) £ 0,8, másrészt P(AB) — P(A) 4 P(B) — 
P(A-- B) 2 P(A)4P(B)-1—0,7.MivelP(A]B)— 563) és P (B) — 
0,9, az állítást bebizonyítottuk. 


P (AB 4 AB) — P(A)P(B) 3 P(A) P(B) —2p(1—p). 
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I.74 


I.75 
I.76 


1.77 


[78 


I.79 


1.80 


187 


I.82 


I.83 





A : két pirosat húznak, B : nem dobnak többet 2-nél. P (8)e 3: P (B) — 
3.P(AIB)—4,P(AI B) — 1. A Bayes-tételből: P(B ] A) — --éi 


3 24-i 
4 a 983128 
8. B zs 23 MESÉS: 3 s El szszkee 
s B (B ] A) mér: ata Tehát, az I. doboz húzásának nagyobb a 
feltételes valószínűsége. 
2 B5-6:5-54 5 625 
P— 5.66666 6 7776 


Legyen xz az első pont, y a második pont origótól vett távolsága. A : a 
keletkező szakaszok között van 1 cm-nél rövidebb. A: mindegyik szakasz 
hosszabb 1 cm-nél, azaz egyszerre teljesül pl. x € y mellett zt — 1,—S51 
és 5—y 5 1. Ennek az egységnégyzeten egy háromszög felel meg, aminek 
területe: 2. Tehát P(A) — 5, azaz P(A) — Ez: 


Az összeg második tagja a szorzási szabály alapján P(A.B. C), hiszen 
P(4.3.-ű) a P(A)P(BIA)P(CI A: B), és pl. P(IC]Aa:5) s 
(1 szet ] A - B) ). Ugyanakkor 1—P(4A-3 B3OCO) —P (4-4 B71- 0) sz 


P(A.-B.-OÖ) a de Morgan azonosság miatt. 


A : 12 az összeg, B : van hatos. 

Az alábbi féleképpen jöhet ki a 12 összeg: 

3--3--6—6 3 féleképpen, 

3-1-4-1-6— 6 féleképpen, 

4--41-4— 1 féleképpen, 

27-51-56 3 féleképpen, 

1--5-1-6— 6 féleképpen, 

2--4-3-6— 6 féleképpen. 

P(B] 44) — 55 —0,6. 

Annak valószínűsége, hogy n ember közül egyikkel sincs egynapon a szü- 
letésnapom: k 508) : Annak valószínűsége, hogy lesz közös szülinap: 1 — 
( rre . Keressük azt a legkisebb n-et, ahol 1 — (365) 2 0, 5. 

n2 EMELTE TM TT az 252,7, azaz legalább 253 ember esetén már 5-nél 


esélyesebb, hogy van közös szülinapom valakivel. 


Van. Legyen pl. B — £ és P(4A) — 0,95. Ekkor A és B függetlenek, és 
P(A]81-P(4 20 9éP(B[4) —-P(B) 2301. 


Jejölje n a fehér golyók, m a fekete golyók számát! SE sz 3, seerű E. 


5; amibőln-5 





Legfeljebb 2 hiba történhet, ennek a. valószínűsége: (0, 4)" pF5- (04) . 
0, 6 -- (5) : (0, 4)? (0, 6)? . 

Jelöljük a szóban forgó eseményeket az alábbi módon: 

Aa : az ügyfél jó vezető, 

A2 : az ügyfél közepes vezető, 

Az : az ügyfél rossz vezető, 
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1.84 


I.35 


1.36 


I.87 P 


1.88 


1.539 





B : az ügyfél balesetben vett részt. 

P (41) —0,2,P(A5) —0,5,P(As5) — 0, 3, 

P(B] Ai) —0,05,P(B I 42) —0,15,P(B I 4Az) — 0,3. 
A teljes valószínűség tételéből: 


P(B) E hös P(B I A;) P(A;) — 0,175. Az ügyfelek 17,59-a vesz részt 





balesetében. P(BIALJP(A.) 
P (BI 41) —1—P(B] 41) —0,95,P(A.18)— Serge 

az 0, 23 

3; l e B) — P(BIA2)P(A2) — 0.85.0, 
P(B]42)—1—P(BI 42) —0,85,P (42 ] 5) — ÜS E sza ISÉSE 
a 0,515 

sé ks P(B]IAz3)P(Az) 0: 
P (B I 4As) —1-P(B1 As) —0,7,P (Az 1 B) — EGE — TO eg 
0,255 


A tavaly balesetben nem résztvevő ügyfelek között 239 jó vezető, 51,596 
közepes vezető és 25,596 rossz vezető van. 


A padlórésre esés valószínűsége - (ld. Buffon tű probléma). Akkor a 


binomiális előszlásből számolható a keresett valószínűség: P(X — k) — 
() E je (1—3)"". A képletben k a padlórést metsző tűk száma, n a 
feldobott tűk SZÜNT, 


P(A-- B) — P(A) - P(B) — P(AB) S: P(AB) — P(A) 4 P(B) — 
P(A3 350 854-ü 85-10 7 


Az összes lehetséges variációk száma: 3 : 8 . 9 4 3 - 92 — 459, ahol az első 
tag azoknak a variációknak a száma, amelyekben az első szám nem 3-as, 
míg a második azoknak a száma, amelyekben az első szám 3-as. Ennek 
beütéséhez szükséges idő: 4590 másodperc. Egy órában 3600 másodperc 
van, így a valószínűség: D — Fry az 0, 784. 


TAB SP(At5J—1-P(A4B) £1—P(AB), tehát 
2 2 P(AB)(1-— P(AB)) 2 P(AB)(1— P(A1- B)). 


Az : a keverés után, a húzás előtt az első urna tartalma: 5 fekete, 7 fehér; 
Az : a keverés után, a húzás előtt az első urna tartalma: 4 fekete, 8 fehér; 
Az : a keverés után, a húzás előtt az első urna tartalma: 6 fekete, 6 fehér, 
B : a keverés után az első urnából fehéret zak 

P(Aj) z EZEL Bi 1713 ma fiz pt én 1 13 Fe MC. újjltási 7 30 5 141 
A teljes valószínűség tételéből 


P (B) — . 2 — IZ eg 0, 59. 


ki Év ae I : Ta 3 S 144 


a.) p — tért az 0, 0308. 


90 fRSBÉS 3 
79 


SW] 
5) 5 tea BT vagy 1 — tr 
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I.90 


I.91 
I.92 


I.93 


I.94 


I.95 


I.96 


1.97 


I.98 





§. Bü 6. 
c. kéz sz o 
) p— ej 
A : a dobott számok összege páros; B : a két szám különbsége abszolút 
értékben legalább három. 
P(A) — 3;P(B) — 35 — 33:P(AB) — §£ — nem függetlenek! 


A függetlenség miatt: TEA 


PIA) s PíH) - PIG) c 5 PtTAH) c PTAG) — ETBO zzz 2, tehát 
páronként függetlenek! 
De P(ABC) — 5 £ aA, teljesen nem függetlenek! 


P (000 — 000) — 0, 83; P (000 6 (001, 010, 100)) — 3 - 0, 2 : 0, 82; 
P (000 6 (011, 110,101)) — 3 : 0, 22 - 0, 8; P (000 6 111) — 0, 27. 
P(111— 111) — 0.75-PTIII — 1011. 110, 101899—3:0,3:0, 77: 
P(i11.— fő01,010,100)) — 3-0, 3? : 0, 7 P(111 — 000) — 0, 3. 
P ("rosszul dekódolnak") — 3 - (3 - 0, 22 - 0, 8 -- 0, 29) - 
$:(3-0,32-0,7 73 0,3?) s 0,168. 


Baloldal: 

P (AB) -- P(AC) — P(ABC) 3 P(ABC) 4 P(ABC) 4 P(ABC) — 
2P (ABC) —- P (ABC) 3 P (ABC) . 

Jobboldal: 

P (A)--P (BC) — P(4BC)3P (ABC) 3P (ABC) 4P (ABC) P (ABC) 
P (ABC) - 2P(ABC)3P (ABC) 4P (ABC) 3P (ABC) P (ABC) — 
Baloldal--P (ABC) 3 P (ABO) . 

P(AB) —P(4) 4 P(B)—P(4A73 B) 3 P(4) 4 P(B)—172 0,4. 


Így Gy 2 38 5 0,57. 





a.) A-ból B-be közvetlenül 1 — p valószínűséggel juthatunk el, míg A-ból 
B-be C-n keresztül (1 — p)? valószínűséggel tudok eljutni. Ezt akkor járom 
be, ha közvetlenül nem tudok eljutni A-ból C-be, atni p a valószínűsége. 
A teljes valószínűségi tételéből: 1-(1 — p)--(1—p)"p— (1—p) (17 p — p?) 
b.) A-ból B-be akkor tudok eljutni, ha a két út közül legalább az egyik 
járható. A Poincare-formulából ennek valószínűsége: 1 — g -- 1 — g — 
(1 — gy? — 1 — 9§?. A függetlenség miatt, A-ból C-be jutás valószínűsége: 
4—-gjü—g- 


1—(8) 50, 9—n2 fg "81, 74. 
Tehát legalább 82-szer kell dobni. 











a ela 


(5) 


P(A14 B) — P(4A)4P(B)—-P(AB) — 


P (4) — (8 2, P(B) — raj. P (AB) — (5 5-3 
s [65) — (6) — 669] 7 00445. 
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I.99 


I.100 


I.101 





P(AtB4OC)—P(A)1P(B)4P(C)—P(4B)—P (AC) -P(BO) 4 
P (ABC) — Pp (4) tP(B)4P (C)—P (A) P(BY—P(C)—-P (0) P (0) — 
31: 1 ez ző 


9 3 9" 


4 
- 
[de] 


a.) X András összege, Y Béla szorzata. P(X-2)—P(X-12)—-, 
P(X 58 -BíÍX—-11—2, 

P(X-4—P(X—-10)—ő3, 

P(X 2 5j a PíX ag) — 
P(X-6)—P(X—8)—É P(x 
SzP eXIX 52 - száj Eg 
87-PY cXIX-3-P(Y(—-1-4P(Y—2-z, 
4-P(YcXIX-4-P(Y—1)34P(Yr —2) 1 P(Y — 3) 
85:-P(YacXIX 5) —a41 P(Y -4 
87-PON CXIX -6)—ag54 P(r — 5) 397 
9-PYcacXIX-7-ag64P(Y—6)— ő, 
885—P(Y cxXIX—-8)—-gyrtP(Y—D)—-g es, 
d9-P(OY-cXIX-9-gi1P(Y—8)—3, 
0-7 P(Y cXIX-10—993P(Y—9)— 37, 
a1-P(YcXIX-11— 99-14 P(Y — 10) 


367 


sag AB 


2 38 


19 
; 
36 46 


36" 


12—-P(YcXIX -12)—ag1-4 P(Y — 11) — g11 — 
PÍY exe e gpPik cfe E az 058 
b.) Az alábbi táblázatba beírtuk, milyen kockapárnál nyer András, és 
melyiknél Béla. A 36 esetből csak 11-nél lesz nagyobb az összeg a, szorzat- 
nál, tehát a keresett valószínűség: SE sz 0.31 

1 3 3-4 § B 


ür WD E 





Jelölje z és y a két pont kezdőponttól vett távolságait! 

Ha r — y, akkor a keletkező három szakasz: r,y— x és 1 — y. 

a.) Ha ezen három szakasz közül X a leghosszabb, akkor a feltételnek 
megfelelő relációk: 

35 2(y—z) vagy £5 2(1— 9). 

Azaz: y c 7 vagyy51— Z. 

b.) Ha y — 2 a leghosszabb, akkor a feltételeknek megfelelő tartományok: 
y5 37 vagyy5s 315 

c.) Ha pedig 1 — y a leghosszabb, akkor a, tartományok: y € 1 — 22 vagy 
yC3t ő. 

A. hat félsík uniójának és az egységnégyzet felső háromszögének a met- 
szetét kell venni, ami egy konkáv alakzatot jelent, a felső háromszögből 
ki van vágva az ABCDE ötszög. Ezen ötszög területe az ABC, ACE és 
ECD háromszögek területeinek összege. A pontok koordinátáit a megfelelő 
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1.2 
I.103 


1.104 


I.105 


1.106 


1.107 


1.108 


egyenesek metszéspontjaiból kapjuk: 


A: ay — § 4 82 és y— 1 — 25 egyenesek metszéspontja, azaz (3, 3); 
BZ: agg - -k 2 és sy— 1— 0,57 egyenesek metszéspontja, azaz (5 3) ; 
C:ay— 8318 ésy— 11— 0.52 egyenesek metszéspontja, azaz (s, 5) ; 
D:ay— £§-§ és y — 32 egyenesek metszéspontja, azaz (2, 1); 
E:ay—1—2zésy-—381 egyenesek metszéspontja, az; azaz Ű, 8) 
al — (2 ,83) AB — AÉ — EC a (11) ED — 
Ő — (3.5). — (3, 3), 7E — (kh) FŐ — (4.5), EB — 
(2020) 
1 I AB. AB 90 LÍIAB sz AC 33 
Tagra a s ; [ad xx a, - 5000: BÁAG ző; (AE xx ad] - 550051 EDC z 
HIFcx5B[- 2 
Így a keresett sűdszésügés psi 758 Az 0, 87. 
Van fej: 7 1szlati SL ÉLSESE SEEK Szet éb 
A feltételek alapján P Ve P(AlI B) —5,tehát Aés B e ölte, így 
P(B) — P(B] A) — 5. Ezekből setenítés hogy P(AB) — 


P(A3 B) — P(A) 58. P (B) — P(AB) — §. (Látható, his A és B 
függetlenek!) 














A; : t-t dobunk a kockával, B : van ász a kihúzott kártyalapok között. 
28 
PISI ag—-1- il. 
j (1) 
6 28 
P(B) —£ p3 ( ez 63) sz 0, 274. 
c Szzzil 5 


A; : i lapot húzunk ki visszatevés nélkül; B : van ász a kihúzott kártyala- 
pok között. 
(: ) 
P (B ] A) -— 1 mé (82)? zi 1.52 siasegezdős 
P(B I 413) s 0,892, P(B I 414) sz 0,915. 
Tehát legalább 14 kártyát kell kihúznunk! 





P(A sz "pg000 — 0, 3024 


PCB] 100000 
:10-9-8-7-6 
10-9 aA 
pipe sé. ih 5 


PA) — s 0,0278; P (B) — 1, mert P(B) —P (B) :P(O) — 3 


ve EE 


ai.) 1— SSESSSZBSSBBZ zs 0, 98364. 
b.) fs 365.364.-...(365—n--1) 


369" 
c.) P (41) — 0; P (42) — siz:P (43) — 255; P ( Aa) — 96858 s8 B; 
P (An) — EZERÉEEEKE E EESÉKEÉHESSSA n — 1, ..., 364: P (4 — 0 n 23 365. 
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I.109 


1.110 


1.418 


i ARTY ÁS 


ETTS 


I.114 


Tf. £1b 


a.) £22:(5):(29): 633) 
7 TŰ 


.f48 
b.) gay, £101 


15) 
; — 2 : 22-61-62 , 434(60-(S 


a 3 2-6 (e 


(15):(15) (25) 











2N N 
a) P(A) — GY) zi b) P(B)— 3 (1- 52 ) 9 P(O) — de XN). 


k70 
A; : a dobozban zi db piros VAL EL 2, 
P(A;) — 5: B : visszatevéssel két pirosat húzunk. 
;: 42 P(BIA.)P(A; 12 
P(B]4A)-—- (5) . Bayes: P (A; ] B) — EGIS) cb. 
2. PCBIAJ)P(4;) 
js:1 


Ez i — 9-nél a maximális. 


Ax : k-t dob a kockán; P (Ark) — 5: 

Bi : a 10 húzás során l db pirosat húzott. 

PR age 0 BY E)" 1—ÜL IB 

k-ra kell tippelnünk, ha P (A, [ Br) — eg kuss LAB maximális értéket ad. 
D59t(a—g)i 

Ez adja meg a nyerési esélyünket is. új 


Első megoldás: A : kéket és sárgát is húzunk legalább kétszer 
B : egyszer sem húzunk pirosat 

P(BA 2-(2 
P(BI4)— ZD — EEEN] Én szd. 
Második megoldás: Tulajdonképpen 50 féle kimenetel lehet: 10 olyan, ahol 
3 kék 2 sárga, 10 olyan ahol 3 sárga, két kék és 30 olyan, ahol 1 piros, két 
kék és kék sárga golyó lesz. Ezért annak valószínűsége, hogy nincs piros: 


7 18 ROB 
29 — 0, 4. 





Ai : az első húzás piros; 
B; j : 1-húzásból j piros. 


ÚR te) 
P(Ar I Bar) — P (Ba) — Ste. 


A; : t-t dobtunk a kockával; 

B : egyszer sem dobtunk fejet az érmével. 

8) P(4á)— s P(B]láj—-(3) is1i2345 6 

A teljes valószínűség tétele: P (B) — £ [34 1 3 íg t aj Tt sz] — 
tesi Az 0, 164 

b) P(As1BY— ESÉSE ee — 4. 


38 


1.116 


1117 


I.118 


1.119 


T.120 


EZT 


T 122 
1.123 


I.124 
I.123 


1.126 


1.17 





B : a páciens tbc-s F : a pácienst tbc-snek gondolják. A 
P(B) s 00001, P (B) — 0,9999,P(F ] B) — 0,95; PP (PF [ R) sz D0i. 
A keresett valószínűség: 





5 P(FIB)-P(B) s 0,001-0,9999 — ÚHBB iz 
P (B F) 7. P(FIB)P(B)-4-P(FIB)P(B) —  0,001-0,9999--0,0001-0,95 " 10949 7 
0. 913 
P(AB)—1—P(A-3-B)—1—P(4A)—P(B) 4 P(AB) —0,63 

(AB) — P(4A)-P(AB) — P(A4B)—P(B) 
P(AlB) — EIB) a ePrB) 7— EGB ) — 0, 6. 
A — diáo-rá, B z ktdápbr:iüűs Ő - AT ds B e 
szi  ú2j 

Il 4.t1-I[ 4. 
7— 1 si 


P (AB) - P(AB) -- P(AB) 3 P(AB) — 1. Legyen P(AB) — z- 
0,25, P (AB) — y3-0,25, P(AB) — 2--0,25, P(AB) — v14-0, 25. Mivel 
1-4y-tztú- 05 (x10,25)91(y 4 0,25)?4-(z 4 0,25)?4-(v 1-0, 25)? — 
Tr 34yh2 bv? EZ 4 0,25 2 0, 25. 


a.) , b.) a C eseményt jelenti, c.) a B azaz nem a sötéttel játszó játékos 
nyer. 


B — Ag, CG s As, D — 4Az. 


A De Morgan azonosságból: AB — A -- B. 

A Poincare-tételből: P (AB) — P(4A- B) —P(4)4-P(B)-P(4- B) — 
1-p(iá. B). 

Másrészt: P (AB) —1—P(AB). Azaz P(AB) —P(A. B) . 


P (AB 1 AB) - P (AB) 41 P (AB) — P(4)-P(AB) 3 P(B)—P (AB). 


P(A 4- B) — 1,P(AB) — 0,2P(B) — O,5P(A), így 1 — P(A 4 B) — 
P(A) 4 P(B) — P(AB) — P(A) 4 2,5P(A) — 0,5P(A) — 3P(A), azaz 
P(A) — 1/3 és P(B) — 0, 5. 


Első megoldás: P(AB) — P(AJP(B]A) — 2/9, P(B) — P(4AB)/P(AIB) — 
1/3, így P(A 1 B) — 2/3--1/3 — 2/9 — 7/9. 

P(A I B) — P(AB)/P(B) —(1—P(A4 B) /(11—-P(B)) — 3 

Második megoldás: Mivel P(A) — P(AJ B) , ezért A, B függetlenek. Így 
P(AtB)—P(4)-P(B)-P(A)P(B—543—5—5. 

Másrészt, mivel A is független B-től, ezért P(A] B) — P(4) — 

Két különböző valószínűségi mezőről van szó. Az elsőben egy szabá- 
lyos kockát négyszer feldobunk. Az összes elemi események száma n — 


61. A vizsgált A esemény ellentettje az az esemény, hogy ,egyszer sem 
dobunk hatost". Ilyen eset összesen 5! lehet, vagyis az ellentett esemény 


89 


1.128 


1.129 


1.130 


I.131 


T.132 


1.133 





valószínűsége: P (A) — (BT . Így az A esemény valószínűsége: 1 — 1 za 
0,5177472. A második vizsgált esemény egy egészen más kísérlethez és 
eseménytérhez tartozik. Most a véletlen kísérlet az, hogy két szabályos 
kockát dobunk fel 24-szer. Az összes elemi esemény most sokkal több: 
3628 . A második esemény ellentettje most az, hogy ,a dobássorozatban 
egyszer sem dobunk duplán hatost". Ennek a valószínűsége 4 ni . A 
második esemény valószínűsége így P(B) — 1— (55 28 agg 0, 4914049... . 
Látható, hogy az A esemény valószínűsége a nagyobb. 

Megjegyzés: A feladatot De Méré lovag adta fel Blaise Pascal francia 
matematikusnak, aki ezen a feladat kapcsán elkezdett vizsgálódásai nyo- 
mán jutott el a valószínűségszámítás első komoly eredményeihez. A fela- 
datban egyébként első pillantásra az tűnik fel, hogy mindkét esemény ese- 
tében a dobások számának és a lehetséges kimenetelek számának aránya 
azonos: A-nál 4 : 6, a B-nél 24 : 36. 


Legyen a fehér golyók száma n, a feketéké m (nm 7 1). Ekkor a véletlen 
kísérlet elemi eseményeinek száma (n -- m)? , a kedvező eseteké pedig n? -- 
m?. A keresett valószínűség: p — Eza: Mivel (n— m)? 30 2n? - 
2m? 3 n -2nmim c pz:0o,5. 


Pl. annak az eseménynek a valószínűsége, hogy az első a húzáskor mindig 


fekete és az utolsó b húzáskor pedig csupa fehér golyót fogunk húzni: 

r(r4e)(rt2c)(r1-30)--:(r-4-(a—1)c)s(s5--c)(s--2e) ---(53-(b—1) e) 
(rte)(r1t-s14-e)(r--s1-2c)(rt-s-3-3e)-::(rts-3-(n—-1)c) § 

De minden más olyan húzássorozatnak, ahol a-szor húztuk ki a fekete, 


és b-szer a fehér golyót is ugyanekkora a valószínűsége. A különböző 
kimenetelek száma (7), így a keresett valószínűség: 


(P) r(r-ke)(r-20)(r4-30)---(r-H(a—1)e)s(s-ke)(5-H2e)---(s--(b—1) e) ; 

a (rec) (r--s--e) (r--s--2e)(r-ts-7-3ec) --:(rts--(n—1)c) 

Ha a fejdobások számát f, az írásokét iz jelöli, fenn kell állnia, hogy fi — 
nés f—i— k. Innen következik, hogy 2f — ni k és 2i — n— k, vagyis 
n és k paritásának meg kell egyeznie. Annak valószínűsége, hogy egy n 
hosszúságú dobássorozatban éppen f fejet dobunk ( (3) z (at) (3)" kg 


2 





Ugyanis, minden n hosszúságú sorozat egyformán (3)" valószínűségű, és 
ezek között ) olyan különböző dobássorozat lehet, ahol a fejek száma 
éppen f (kedvező esetek). 

Összes eset n — 1000. Kedvező esetek k — 0-nál 83 (a belső 87828 kis- 
négyzetben lévő mindegyik részkocka jó), k — 1-nél 6-64 (mindegyik lapon 
a belső 878-as négyzethez tartozóan), k — 2-nél 12 :-: 83 (minden élen van 8 
ilyen kocka) és végül k — 3-nál 8 (a csúcsok nál lehet ilyen eset). 


Az összes eset n — 26!! kedvező esetek száma k — 17- Eg sss (3) —3() — 50 
(az azonos betűk egymás közti cseréit le kell vonni). 


A valószínűség éppen 0,5. Ugyanis, ha tekintünk egy olyan sorozatot, 
amelyben a fejek száma páratlan, akkor ha az első dobást kicserélnénk az 
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I.134 


I.135 


I.136 


I.137 


I.138 


1.139 


I.140 a 


I.141 





ellenkezőjére, olyan sorozatot kapunk, melyben a fejek száma már páros 
lesz. Azaz a páros és a páratlan fejdobásos sorozatok között kölcsönösen 
egy-egyértelmű leképezés hozható létre, vagyis mindegyikük ugyanolyan 
valószínű. 
n 
a.): (3) , a 
hb. 0; Be úr Bagztlatt és (3) (2) , ha n páros 
88 n 
dja GYE 
d.): 1— (3) —n(3) . 
Az összes eset n — 3! — 6. Ezek között a nem kedvező eset csak kettő van: 
2,3,1 és 3,1,2. A keresett valószínűség: 2/3. 


P(A) — P(,vagy kettő, vagy három fejet dobunk") — ((3) 4 0)) így — 

Ön 

P(B) — (2) (3) — 5. 

P(C) — P( nem három fejet dobunk") — 1 — P(, három fejet dobunk") — 
E. 


1— (4? 
Az összes lehetsége lottóhúzások száma n — sa 98) es 439492683. , a kedve- 
ző esetek száma k — 1 találatnál: úg Fa k — 2-nél ús 448 k — 3-nál 
(3) (2), k — 4-nel (5) (ő), és végül k — 5-nél E ei. 


Ha N a golyók száma, ebből K a fehéreké, akkor P (A) — 01-21 
s 2 és P(B) — SES ebeket E 55; azaz a két esemény ugyanolyan 
valószínűségű. 

Összes eset n — n? , a kedvező esetek száma pedig: n! . 


a. AB a GES as JE d 1 ÉL 


(2 (63) e: B 62) 








Jelölje A; azt az eseményt, hogy a golyók elhelyezése után a j láda üresen 
marad. Tégy Ar Ai Ai azt az eseményt jelenti, hogy az elhelyezések 
útán Az Ír, ?5, ..., fs ládák üresen maradnak. 


A Jordan tételt alkalmazva m — 2 esetre: 


Pe et (9) DP tárta éra) — 


1£ii1di2C:-:airja£Zn 


-FertJiJeeyT 
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T.142 p, — a —Ö bazi Hl — Ba—1) 90 — 1. 


I.143 


I.144 


Pn —Pa-1(1—29) 4-popa-a(1 — 2)" 3-p(i — 99) 4h — 

n-1 z 
—--:5po(1—2p) ap S agg sőhrü gy 
Ha az érme szabályos, p, — 0, 5. 


2 most az egységnégyzet lesz, az kérdéses esemény pedig az ábrán be- 
satírozott területnek felel meg: 





0,8 
A besatírozott terület nagysága: f 226 da HD 2-0 42. 
02 


1 


A tű helyzetét egyértelműen a felezőpontjának a, felső padlóréstől vett 
y távolságával és a padlórések irányával bezárt a szögével jellemezzük. 
Azokkal a körülményekkel, hogy melyik két rés által meghatározott sávba 
esik a középpont, és hogy a párhuzamosokra merőleges faltól milyen messze 
van a középpont nem foglalkozunk, mert ,a tű metszi a padlórést" esemény 
bekövetkezésére ezek nincsenek hatással. 





NyivánOg£yczdésOgacrmr A tű leejtése után y és a egyértelműen 
meghatározható, vagyis a véletlen kísérlet elemi eseményei azon (y, a) 
pontpárok, melyek elemei a, (0, d) és (0, rr] intervallumok által meghatáro- 
zott téglalapnak. (Ez a téglalap az 82 eseménytér). Metszés egyszerre 
csak egy padlórésnél következhet be, mert s € d. A metszés csak akkor 
következhet be, ha0 £ y c 5sina , vagy hogyha (d—y) c 5 sin a tel- 
jesül. A feltételeknek megfelelő (y, a) pontpárok tartományát az alábbi 


ábrán besatíroztuk: 


TT 
A sötétített terület nagysága T — 2 f §sinada — s [cosalg — 25 a 
Ö 


téglalap területe pedig dr. Így a keresett valószínűség: 
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I.145 


1.146 





2 
P (,a tű metszi a padlórést" ) — fi e 





Megjegyzés: Mivel a valószínűség kapcsolatos 7r-vel, lehetőség van sta- 
tisztikus eszközökkel a mr becslésére. Ha nagyon sokszor végrehajtjuk a 
véletlen kísérletet, és számoljuk a metszések bekövetkezését, azaz a. vizs- 
gált esemény gyakoriságát, akkor ezt a kísérletek számával elosztva (relatív 
gyakoriság) a fenti valószínűséget jól lehet közelíteni. Ebből r-t kifejezve 
kapjuk a közelítést. 1885-ben Stephan Smith angol matematikus 3200-szer 
végrehajtva a, kísérletet, 7r-re 3, 1553 -t kapott. 


Egy polinomnak akkor van valós gyöke, ha a diszkriminánsa pozitív, azaz 
D — 4b? —- 4a 2 0 Innen következik, hogy a véletlenszerűen kiválasz- 
tott pont koordinátái között fenn kell állnia a b? 5 a relációnak. Ennek 
megfelelő tartományt az egységnégyzetben besötétítettük: 


b 





A besötétített tartomány területe megegyezik a keresett valószínűséggel, 
mivel az egységnégyzet területe 1. 


1 
Így P (,van valós gyök" ) — f z2da — 3. 
0 


Egymást metsző egyenesektől egyenlő távolságra fekvő pontok mértani 
helye az egyenesek szögének felező egyenese. Az oldalegyenesek és az átló 
egyeneseinek szögfelezői az oldalegyenesekkel 22,59-os szöget zárnak be. 
A vizsgált esemény pontjai ezért az oldalak és a szögfelezők által határolt 
tartományba esnek: 


93 


I.147 


I.148 





Az ábrán jelölt magasságvonal m — 3tg22, 59 A besötétített terület most 


is a keresett valószínűséggel egyezik meg: 
P (,a pont közelebb van az oldalhoz?" ) — T — 491 s hg 2 — iz 


Jelöljük a két pontnak a 0-tól vett távolságait rendre x-el és y-al. Az 
(z, y) pár ilyenkor egy pontot határoz meg az egységnégyzetben, ami tehát 
most is a véletlen kísérlethez tartozó £2 eseménytér. A háromszög szer- 
kesztéséhez a. keletkező három szakasz a, b, c hosszainak ki kell elégítenie 
egyidejüleg az a--b £ c, ate Cbésbteca egyenlőtlenségeket. Aza €y 
esetben a három szakaszaza—rb—y—xyése—1— y. Így a háromszög 
szerkeszthetősége az alábbi egyenlőtlenségek egyidejű fennállását követeli 
meg 2, y, z2-től: 


anx b-v-x €c-1-v 


2-t(y—32)21—y 6 yz0o05 
£t(1—y23y—rSyecezri05 

(y— 2) -(1—y) 3316 zc05 

Az y £ z esetben a fenti egyenlőtlenségeknek a x 5 0,5.8—065€yY 
és y £ 0,5 rendszer fog megfelelni. A két kritériumrendszerhez tartozó 
tartományt besötétítettük az egységnégyzetben: 





Így a keresett valószínűség 0,25 lesz. 


A pénz középpontjának s/2-nél nagyobb távolságra kell lennie egy padló- 
réstől, így a valószínűség p — 1 — s/d. 
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1.149 


I.150 


I.151 


I.152 


a.) Ahhoz, hogy a pénzdarab benne legyen a négyzetben, a pénz közép- 
pontjának a belső 7 cm oldalhosszúságú négyzetben, igy a valószínűség 
p — 0, 49. 

b.) Az előző p valószínűséggel: b! p" (1 — p)" képlettel számolhatjuk ki. 
A keresett valószínűség p — 1 — öle, Ha A azt az eseményt jelenti, 
hogy a tű a vízszintes oldalt metszi, B pedig az, hogy a tű függőleges 
oldalt keresztez, akkor meghatározandó a P(A -- B) valószínűség. A 
Poincare-tételéből: P(A 3- B) — P(A) -- P(B) — P(AB). A Bufon-tű 
problémánál láttuk, hogy P(A) — P(B) — 5 Az AB szorzatesemény 

nr 5sina 3lcosal] 


valószínűségét a P(AB)—3—-fJ J fJ daxdyda — S; A képletben 
0 0 0 


zés y atű középpontjának koordinátái, a pedig a tű egyenesének a vízszin- 
tessel bezárt szöge. A P(AB) valószínűség a két oldalt egyszerre metsző 
tűelhelyezkedésekhez tartozó (íz, y, a) pontok alkotta térrész térfogatának 
és a dxdxp hasáb térfogatának aránya. 


Két pont között egyenlő távolságra lévő pontok mértani helye a pontokat 
összekötő szakasz felezőmerőlegese. Így a keresett eseménynek megfelelő 
tartományt az alábbi ábrán besötétítéssel szemléltethetjük: 





A középső (fehér) alakzat két szimmetrikus trapézból van összetéve. Mivel 
a trapézok középvonalai az átlók meghatározta háromszög középvonalával 
egyeznek meg, a hosszuk 1. A trapéz magasság 0, 5. Így a fehér alakzat 
területe éppen 1 lesz. Ezért a besötétített alakzat területe is 1, így a 
keresett valószínűség 0, 5. 


Jelölje z az egyik, y a másik ember véletlen megérkezésének idejét. Az 
(z,y) pár egy véletlen pontot határoz meg az egységnégyzetben. A talál- 
kozáshoz fenn kell állnia a [Iz — y] € - relációnak, melyet kielégítő pontok 
besötétítve láthatók az alábbi ábrán: 
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I.153 


I.154 


1.155 


I.156 


Az ábráról közvetlenül leolvasható, hogy a keresett valószínűség: 1 —§ — 5: 


A vizsgált eseményhez tartozó pontok (x,y) koordinátáira fennáll xv c y 
esetben, hogy y—r €1—yésy-—gx c x. (Az y a x esetben ezek a 
kritériumok t—y €1—2 és T— y c y lennének.) Az egységnégyzeten 
bejelölve a relációknak eleget tevő pontok alkotta tartományt: 





Ezek alapján a keresett valószínűség: e 


A lift teljesen a fal mögötti takarásban van a földszinten 4 m-en keresztül, 
az első, második, harmadik és negyedik emeleten 2-2 m-en át. A lift 
összútja 8 -- 4 - 6 4-2 — 34 m. Így a keresett valószínűség: p — Ba: 

Egy ponttól és egy egyenestől azonos távolságban fekvő pontok mértani 
helye a síkban a parabola. Így a négyzet pontjai közül azok lesznek a 
középponthoz közelebb, mint az alapon fekvő AB oldalhoz, amelyek felette 
vannak azon parabola vonalának, melynek a középpont a fókusza, és az 
AB vonala a direktrisze. Ha AB az x tengelyre esik, és az A pont éppen 


az origó, akkor a, parabola egyenlete: y — (x— 0,5)" 3-0,25. A keresett 
1 

terület: 1— f (r— 0,5)? 3 0,25dxz — 3. 
o 





Jelölje az első törés után keletkezett hosszabbik szakasz hosszát x, ahol 

0,5 S z £ 1. A második törésnél ezt az x hosszúságú szakaszt törjük 
ketté: gy és (1— y) z hosszú szakaszok keletkeznek, ahol 0 € gy £ 1. A 
három szakaszhossz most a — ry,b— (1— y) z és 1— z. Háromszög akkor 
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I.157 


I.158 


szerkeszthető, ha gyt(1— ye 2 1 -m eaz z 88 8. n"út1—-sz 
(1—y)z E 1— 5 £ykg(1—y)r4H1—2zagy S -- 2 y. Miután az 
első feltétel szzádlsan teljesül, a szerkeszthetőség feltétele: 1 — sz ge 
3.7 E (3.1). y € (0,1). A feltételeknek megfelelő tartomány sötétített 
az alábbi ábrán: 





1 Í 
A besatírozott terület nagysága: T — f sz — ( 1 — 5) dés ] - — 1dr — 
0,5 0,5 


In12—5 a biztos eseménynek faeakeleió téglalap területe: 0, 5, így a keresett 
alk e p—-2(In2—0,5) —In$ sz 0, 386. 


Legyen A: , Két szabályos kockával dobva. mindkét érték páros lesz" és B: 
, A dobott értékek összege nem kisebb mint 107. P(B) — P(,Az összeg 
10 vagy 11 vagy 127" )— kg dobások eredménye (6, 4), (4, 6). (5, 5) vagy 
(5, 6), (6, 42 vagy (6,6)7)— § 

P(A)— S - 

P(AB) — PGA dobások eredménye (6, 4), (4, 6) vagy (6, 6)" )— éri — 5: 
A definíciót használva P(A ] B) — EGY za 5: Láthatjuk, hogy a. feltéte- 
les valószínűség most nagyobb, mint a feltétel nélküli. 





Legyenek A : ,Az elsőnek húzott lap hetes" , A : , A másodiknak 
kihúzott lap 9-es? , AP) : , A harmadiknak húzott lap hetes", A keresett 
valószínűséget a a szorzási szabályból számolhatjuk: P(A) ps AP) : 
P(A) : P(APIAP )- P(APJA 4? ). Az egyes tényezőket egyszerűen 
meghatározhatj ey 


1 2 1 3 Ty 42 í 
P(AT) — áz — 8 ; P(ASIAT) — áj, P(APIA AS) — 45 — 16: Így 
a keresett láss : z: st egg Te 


Vezessük be az alábbi eseményeket: 

A; : , Az első játékhoz éppen zi db használatlan labdát vettünk ki" , i — 
[48 [EA 

B : , A második játszmához három használatlant vettünk ki" . 

Látható, hogy az A; események teljes eseményrendszert alkotnak. 

A B eseménynek az A; eseményekre vonatkozó feltételes valószínűségei : 


P(BIA;) — tal (LA, 


9-7 





1.160 


1.161 


1.162 


I.163 


I.164 


1.165 


I.166 


I.167 


A; események valószínűségei: 
9 6 
PiÁjz ez (i—0,1,2,3). 


P(B) — 5 P (B I A;) P (A;) z 0.045. 
2-0 


Legyenek ÁA;-k a következő eeémnényeks , Azt a dobozt választottuk, ame- 
lyikben i db fehér golyó van"? , i — 1,2,3,4,5,6. Nyilvánvaló, hogy 
ezek az események teljes esemény sepélueni alkotnak, és mindegyikük 
bekövetkezése egyformán 3 Ézs valószínűségű. Legyen továbbá B az az e- 
semény, hogy ,Visszatevéssel húzva mindegyik golyó színe fehér? . 
P(BIA;) s (ő úg ai 2 a dsös b 
A Bayes-tételt 67 etálN 

P(B] As) P(A 21 

P (451 B) — a 22 LELET ÉS] s TA zs 0, 49. 
2. P(BlI 4A)P(A;) 
i—-1 


—. FGWD-PTAB) — EC84BI—PED . — 95-05 mk 0,6 8 


P(AlB) — B) —  4a-PRCTB) 1—P(B) 





Pl. A: , Az egyik kockán kettest dobunk? , B: , A másik kockán hármast 
dobunk", C: , Van hatos a két dobott érték között? , D: ?" A dobott értékek 
s. ejj egyenlőek" . igy És és B függetlenek, C és D nem, hiszen P(CD) — 
36 7 P(O)P(D) — 55. 

A feltétel szerint P(A-t B) — 1. 1— P(4A-3 B) — P(A) 4 P(B) — P(AB), 
P(AlB) — P(AB)/P(B) és P(B]A) — P(AB)/P(A), azaz P(AB) — 
0,2, P(B) — 0,5 : P(4A), amiből P(B) — 2,5 - P(A) és így 1 — 3P(A), 
azaz P(4A) — 1/3 és P(B) — 5/6. 


Ha B: , Mindegyik dobás páros? , A: ge hatos dobás". P(B) — . 
8 
P(AB) — P(B) — P(4B) — 5i s e eg zk: Így P (Al B) — ég — s 


1 
8? 


7 1 





[6 
s 


A : , Az első húzás fekete volt?, B: " A második golyó fekete" . 
A Bayes-tételt alkalmazva: 
E P(BIA)P(A) 
P(A]B) — P(BIDP(A)--p(slajpTa " Ahol 
P(BIA) — pétet, P( BI4) — P(4) — 


Így P(AIB) — 835 . 


TÉS tár és P(4) — 5 





Ha B: , Mindhárom kockán más-tnáa eredmény van? , 
A: , Az egyik se hatos van" , akkor 
P(AB) z 258 ze ág: EB) 68 s — 88 így P(A]B) — 0, 5. 





Legyen 

A: ,A hamis kockát választottuk ki" , 

B: , Dízszer dobva mindig hatost kapunk? . 
A Bayes-tételt alkalmazva: 
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1.165 


I.169 


1.£70 


ÉT: É7I 


T.172 


e P(BIA)P(A) 
P(AlB) — szemed Prsígpun ? ahol 


P(A) — 0,01 , P(4) — 0,99, P(BIA) — 1, P(BIA) — zs. 
Behelyettesítve: P(A]B) Az 0, 99999983. 


A: ,z azt állítja, hogy y hazudik?" , 

B: ,y igazat mond" . 

P(AlB) — P(,x hazudik") — 2/3, FEST sz za 178, 

P(AIB) — P(,z igazat mond") — 5, P (B) — §. 

A Bayes-tételt alkalmazva: P(AIB) — PIBTABTA HELSÍAJBTA -: 

Aa : , Az első úrnából fehéret rakunk a másodikba, a másodikból fehéret 
rakunk vissza" , 

Az : , Az első úrnából fehéret rakunk a másodikba, a másodikból feketét 
rakunk vissza" 

Az : , Az első úrnából feketét rakunk a másodikba, a másodikból fehéret 
rakunk vissza" 

Aa : , Az első úrnából feketét rakunk a másodikba, a másodikból feketét 
rakunk vissza" 

B: , Harmadszorra az első úrnából fehéret húzunk?" . 

A1, A2, Az, Aa teljes eseményrendszer. 


M 
Pld cz NimriP (42) — TERT" JELETT 


M 
P(Ag— száz IZE (Áj ezé NINI 











P(BI 41) —P(B]I 44) — mém P(B I 42) — úm — ett 
A. teljes valószínűség tételéből: P(B) — s PIBIÁAJPI ÁS) E szi vé 
1—1 
PiX cz 35. P(lY súg Süsü, hai s §. 
P(Y — 1 jesz 0) Ess P("0-át és i-t EE új és 0-át húztunk") 23 , ha 
EE vszegátl, 
Az optimális stratégia az, ha az egyik vázába egy fehér golyót teszünk, a 


másikba az összes többit. Ekkor a, teljes valószínűség tételét alkalmazva: 
P(A sah fehéret húz) — 3 (1-7 53) s 0,747. Minden más szétosztásnál 
csökken ez a valószínűség. 


P (1-est veszünk I] 0-ást adnak) — 3p9g -- p?, 
P (0-ást veszünk ] 1-est adnak) — 3p3g -- p?. 
P (Hibázunk) — 3 (3p2a -— p? 4 3p9ag tp?) — 2,98 - 107. 
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A II. fejezet feladatainak megoldásai 


ETT 


TE.2 


II.3 


II.4 


Nyilván0 £tcS s ez az X tartója. Két részre kell osztani az eseteket. 





a.) 0 St 2 3. Ezt az esetet mutatja az ábra baloldala. Ilyen t-kre 
FEgíh) SRIX 24 tér. 

b.) [Aj Z E sZ Ezt az esetet szemlélteti az ábra jobb oldala. A be- 
satírozott területet két haromszög, és egy körcikk alkotja. Ennek majd a 
KET kell venni. 8 — arcsin 3, a — 3—8 Így Fx(t)— P(X c t) — 
24/82—31- tr — 2tarcsin 2. 
Deriválás után kapjuk a sűrűségfüggvényt: 


2tar , te (0, 3] 
2t 1 1 2 
sak —a-r tr—2arcsin sz -F—5— te(1 2] 
fx(t) a-t BA 29"2 
0 , egyébként 


Tá cP zi cPiE ej ePti az vb cica tes b 
Deriválva: fy(t) — Aziz Wt, t5 0. 


FyY() —-P(Yct)—-P(Oct]Xc0)P(Xc0)rHP(Xct]XI0). 
P(X20)—1-F(0- SE?" (1 — F(0)) — F(4), ha t 5 0, és 0, ha 
t £ 0. 

A definíció alapján Z — —Y, így Fz(t) — P(Z ct) — P(-Y cet) — 
P(Y 5 —t)-1—P(Y £—t) —1—Fy(—tt40) —1—F(—t30), hat c 0, 
és 0, hat 2 0. 

Fu()-P(V 20) -PÜXI £9—-P(-teXeéR W FH) — FT. 
Fw(t) —P(W ct$)—P(—-X ct)—P(—t c X)—1— F(—t 40). 


Jelöljük a kiválasztott pontoknak a 0-tól vett távolságait z, y és 2-vel. A 
három szám között hat reláció állhat fenn: t Cy Cz; 3 Czdyycacgr a 
Z; zZ cx gy zdydag;y eaz a r. Mindegyik reláció az egységkocka §- 
át jelöli ki. Kiszámoljuk, hogy az x € y — z relációnak eleget tévő térrész 
pontjai közül mekkora VŐCIÉNSERT CASE pontjaira áll ki hogy y — t, ahol 


£ E (0 dj. Pi zg E 5. [//ozozáv-s [/d-da5a- 
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II.5 


II.6 


IT. 


II.8 


II.9 


II.10 


ÍTETT 


: 
6. [v(1—way— 388 — 28. 
0 


X értékkészlete: Rx — (2,3,4,7,8,9,10, 11), eloszlása egyenletes: 

PTX si sz bi e€ Rx. Az eloszlásfüggvény egy olyan lépcsős függvény 
lesz, smelynök ugráshelyei Rx értékeinél lesznek, és minden ugrás magas- 
sága § .P(T,5- X c 10,2)—P(X —8)4 P(x —9)-P(Y—10— S 


FO -PÍF ző zPÍV2X zzz) — P (2X at?) — Fx (5) —-É te 
[02]. felh edit e 1072] 

eétetbt eladás után az 1 éven belül történő garanciális cserék száma A — 
36 paraméterű Poisson-eloszlást fog követni. Legyenek ugyanis X;-k A 
paraméterű exponenciális eloszlásúak és 14 — pa 1 Xi; ekkor igaz . 
hogy X(4) — 34(k : 0 £ Tx c t) € Po(At). Esőtünkben t—-1.AA— 5 
paraméterű Poisson-eloszlás várható értéke sp: tehát átlagosan egyi 30- 
dik gépet fogják visszacserélni. Ezért a termelési árat a 10000-£- -5 :10000 A 
10333 értékben kell megállapítani. 

Első megoldás: Ha Z € E(A), akkor [7/]41 € G(1—e7?). 1— e? — 
16A)-1n3. Ha X e E(2), akkor 2X € E(A). Tehát Y — [d5] 41 
esetén lesz Y €G (3). 

Második megoldás: Előszőr X-ből egy U(0,1) változót generálunk az 
alábbi módon: U — 1— e7X. Ezután U segítségével a szokásos módon 
definiáljuk az Y-t: 


k f.3 
Y —k, ha px-i £ U — px, ahol po — 0,px — 30 (3) $§k—1,2,3,... 
j—1 


Ha X jelöli az egy dobozban megszámlálható selejtesek számát, akkor 
X € B (1000, 543) - Így P(X S 3)— P(X —0)3-P(X —1)4P(X — 2) 
3 
1000 k 1000—k 
P(X-3—Y CR) (ró) (15) 
k-0 


Jelölje X1 illetve X2 az első illetve a második fejdobásig szükséges dobá- 
sok számát. Nyilván X1.,.X2 E G (53); függetlenek. P(X1— X2) — 


00 
k—1 k—1 k—1 
la) El. skót 
Tt 
Az f(x) sűrűségfüggvényhez tartozó eloszlásfüggvény: F(x) — J ar a eF ze 
1 
5 — 2,x e [1,2]. F""(y) — 4/7y3-1 az inverze, ahol y € (0, 1]. Így 
1 


Y — F71(X) — 47X 7-1 sűrűségfüggvénye éppen f(z) lesz. 
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11.12 


11.13 


II.14 


II.15 


II.16 


ÉLT7 


II.18 


II.19 


11.20 


3 


3 
1- [ove 3az [e] — 2 —b—-8. 
2 


2 


X € N ím, o) , ahol m és c 5 0 értéke meghatározandó. 


10, ű — 
01—P(X c 10,2) — Fx (10,2) — a (27) 


Másrészt táblázat alapján $(—1,28) — 0,1, vagyis 19.2-m sz ai 28 
ságéá 0,25 — P(X 5 13,6) — 1— Fx(13,6) — 1— 5(8.£—m) — 

$ (0, 68) , vagyis 5 — 0,68. Ezekből kifejezhetjük c és m értékét, 
és így megkapjuk, hogy . c sz 1,73 és m ss 12, 42. 


Ha X jelöli a reklamációk számát, akkor P(X — 0) — e"? — 
A — In10. Így P(X23E1-PIY—-0—PíX-1j— BíX 
1—e7N [14448] —1— 35 [16110 ESZÉT az 0, 404. 


ká al. 


2) 


Két eset van: 
a.) ha n páros: P(Y cat) — P(IXI c 4t) — P(—t c X c 7) — 
P(x zúg ett 99). 
b.) ha n páratlan: P(Y c19—P(X c 1) — St e (—1,2"7). 
Az X találatszám G (p) eloszlású, így a muníció: EX — 1 

k)3k 
M P(x ss s E esPit cselek c Eg RE Y - 
0, azaz az esemény bekövetkezhet. 
(2) PI —-0 se 4. PIX ED) — et, sz 9 — e9—k a 5 ís bekövet- 
kezhet, ha A — 4 — 1n5, azaz A — 4-4 m 5. Eszed a, feltétellel egyidőben 
teljesülhet az (z)-es állítás is. 


A hibás izzók száma: X € B gés Tög ) : 
Dmax — P(X — [101- 553] — P(X — 1) — 100 - (4; : 0, 9999 — 0, 9999. 





Jelöljék az A; események a következőket: 

Ao : a gép egy évig hibamentesen üzemel; 

Ai : a gép az első évben elromlik, utána egy évig jó a cseregép; 

5 a jinök az első évben elromlik, és a cseregép is elromlik az első évben. 
P (4) — P(X.2 1) — ező; 

Pitje P(XzDPIZZ fe sz (de ggg; 
P(Ag)— P(X e 1JP(K c1) e (1—eiy . 

Jelölje Y az egy gépre fordítandó költséget. Ao esetén Y — 108, Aj esetén 

Y —2-107, míg 42 esetén Y — 3 - 107. Így az Y várható értéke: 


BY — 105 (6704 4.2. Meeke Bt 4-3 o) ez TIS, 


Az első mérés hibája c — 1, a másodiké a — 57-i az 0, 924, tehát a második 
mérés a pontosabb. 
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II.21 


II.22 


II.23 


II.24 


II.25 


11.26 


11.27 


II.28 


X a szükséges húzásszám, Rx — (7,8,9,...4. Z1 — 1 az első szín megje- 


lenése, 22 — ki a második szín megjelenésének helye, ..., 27 — kr a hetedik 
szín megjelenésének helye a hatodik szín megjelenésétől számítva. 
P(X — k) — A P (Z2 — ko) :-:P(Z7 — k7) — 

ka, ,k7 

TTTÉ sas ötk eégrür:tkszdó SERA 1 
— zE 2k3— — ka — —-1 . 3ka—ks—1 (evaészzán ii 6r7—ke—1 
ko .k3.,....k7 
ko-kz3-t...tk7—k—1 
0 
(e e) 

EF(X) — [79 r au - 82-i. 

Mx 

en E Mx 1 1 

P(X cx) / gégran— [do] 71 mér 


eMx -1—s Mx —0. 


P(X21-P(X-—-141P(X—-2-64P(X—3)4P(X—9--- 
P(X22-P(X—2-4P(X—3 4 P(X—-4--. 
P(X23—P(X—-34P(X—4)d 


ú Do 
A baloldalak összege: kb P(X 25 K , 


k—1 

A jobboldalak összege pedig: 
DO 

P(X —1)-42-P(X — 2)3-3-P(X — 3)34-P(X — 4) -- - — X PCK —ü 
i—1 


azaz EX. Bebizonytottuk tehát, hogy 3 P(X2k)—EX 
k—1 


Nyilván 0 c EX cl1ésP ég L X) — 1. Ezért EX? c EX c Ex 
(EX 31) 8 03Xx - EX. 


Minden liba begyében - sp Valószínűséggel lehet a kő; Tehát a gp sagiti libák 

X száma diszkrét egyenletes eloszlású, így EX — 25 (12-71 3----4- 50) 

SZÚ 0 

Ha t c (0,1) , akkor Fx(t)—— P(X cat) — Éz zt ati iz. 

Hat € (1, V2) , akkor Fx(t) — ve 5 za u — Vt —-14-£g in 4 arccos 3 — 
t) — —— EGK: 7 ÍZ . 2tarccos : 

Íx(t) va ; Hz a 

Ha t € (1, 2) akkor Fx(t)— P(X ct) — Vt2—-148 — t arccos £ — 

fx(0 s 77 7 rel - rög ATCCOS f-. 





Ry —10,1. 8. 27);PY —0—P(X—0) — (3); 
P(Y—1-—-P(X—1—38 
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II.29 


II.30 


IT.31 


II.32 


II.33 


II.34 


IT35 


II.36 


E -8—P(X 2] e5őíg PEST eR(XK 3) eh; 
EY — S? ax 1,97. 


X a bolha helye, Rx — 1—5, —3,—1,1,3,5), B a balra ugrások száma, 
ami binomiális eloszlású n — 5 és 1 — DP paraméterekkel. Ha J jelöli a 
jobbra ugrások számát, akkrJ—5—B. X—J B — 5 — 2B. Így 
5—k 
P(X—k)—P(5—2B—-k)—P(B— 5-£) — (55) (1—p) "ps, 


0,3 — P(-5SXc0) — 5(5) — 6(0) — 5(5) — 05 — 08 — 
5(5)  Í z0,7881 6 c s 6, 344. 
P(5SXc4—6(339g) — 4 5 0,9222— 0, 5 — 0, 4222. 


tú e 
f(z) -— hr. EX? — ff a? Inzdz — Él inz] —7 5 dr — É Ing — 6] 
— Ze b Tehát a válasz igen. 


X a dobások száma, Rx — 12.94 ki 
P(X ok) s P(ETEI: EARL EIE e zŐ —224,k SZE NET 
EX — 9 haz kget —2Dikik —1 — 3, hiszen 2-r-i kik éppen az 1 
paraméterű geometriai eloszlás várható értéke, ami ES sa 
EX? — 3 h-ok 27, Mg iss ii; hiszen E k? 2. éppen 
az § paraméterű geometriai eloszlás második momentuma. Így 02Xx — 
11—9— 2. 

-A 


e 


Tudjuk, hogy [XJ-5-1€G (1 — e79) Ezért EY — Tir —1l— T——-x És 


1—(1—e7? Sza 








2 ze zi ső e 
jllelmÉa a ááá Sza 
Tndáizk, hogy TEIL S őÜ— 0) Bet EN egésze de és 
SE 1—(1—e7N) ME e 
0 (1—e—-x)Z TT ez: 


Jelölje X a játékos nyereségét, Rx — 13800, 100, —100, —300) . 

Ai : Nyer 3800 Ft-ot, ha a fekete 13-as jön ki; 

Az : Nyer 100 Ft-ot, ha nem a fekete 13-as jön ki, de fekete és páratlan; 
Az : Veszít 100 Ft-ot, ha nem a fekete 13-as, nem páratlan, de fekete; 

A4 : Veszít 100 Ft-ot, ha nem a fekete 13-as, nem fekete, de páratlan; 

As : Veszít 300 Ft-ot, ha nem a 13-as, nem fekete és nem is páratlan. 

P (41) 5 aziP (42) zgiP (As) — sz: P(A) — s: P(A;)— 29. 

EX — SE4500—1800—300 e 5 —5,405. A játékos egy pörgetésen át- 
lagosan e , nyereséget" ér el. Ötször pörgetve ez a, , nyereség" —E1 3 
—27, 027 lesz. 





Jelölje Y; az í-edikre húzott lapot (i — 1,2,3). A következő esetek lehet- 
ségesek: 

Aa: Yi — piros ász, K — nem ász, Y3 — ász. 

A2: Yi — piros, de nem ász, Y2 — nem ász, Y3 — ász. 
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II.37 


II.38 


II.39 


II.40 


II.41 
II.42 


II.43 


Az: Y1 — nem piros és nem ász, Y2 — piros, de nem ász, Y3 — ász. 
Aa: Y1 — ász, de nem piros, Y2 — piros, de nem ász, Y3 — ász. 
Asz: Y1 — nem ász és nem piros, Y2 — piros ász, Y3 — ász. 

Ag: Yi — ász, de nem piros , Y2 — piros ász, Y3 — ász. 


P(X-3) — P(An) 3 P(42) - P(49) 3 P(4A) 4 P(45) 3 P (46) — 


3) tk 
1.98 8 ta7 a már 8 mm 211 3 4 8 1.2. 158 
Öt 4 am E EB: ük tt A 231 30 T — ggisg 0, 052. 


X értékkészlete: (3,4,5,6b. 

(X — 3) — fpfz, fzp,zfp, fozszof,pzfd, P(X—3— 5355 — ő 

TE ssp b: ffzzzpb —a hatodik, a többi előtte tetszőleges sorrendben, 

P(X — 6) — 

tX sár LÉfeé; TET; Zs étre ÉÉSÁ Ízzp, BZZT ZOZÍ ZZDÍSDÍTZ: 
s tű et 

fpfz.,pffzjh, P(X — 4) 6.54 

í1X 5) 7 ízzzfp,zzfzp, 2 fzzp, zat, ETTE, zfzfp, oda I fzzp, 

fzzfp, fzfzn, Z2zDÍ BZDZÍ, zpzzf,pzzzfh, P(X—5)—:; 

EX —35 144 15551 63— 5. 








312 


2 
1- fa(22—2?)az— a [22-57 3 
0 
) 


sa éyélk sz 8 
Mas sza daő 


— [40t—8)at— 42 — 2 a e (03). 





A kockadobás és a fogyasztás Tentyisége (Y) független, ezért a várható 
veszteség sizEY — sizEX? — 2íg (07X 3 (EX)?) — :íz (100 7- 900) — 
1000 az 4, 63. 
"BIG. 
a.) 1— A [d cos dx — A (2sin 8], -24A—rÁAz 
b.) 
0 , ha. xzző Ü, 
Exígy el harzm, 
2 Jo cosádt—sin§ ,hazeé(0,7). 
ec) P(X53)-1—Fx(2) —1— 8 sv 0, 293. 


P(Y c) —P(X ctgt) —tgt, hat € (0,7) . fy(t) — —7. 
Igen. F(x) folytonos, tehát balról is folytonos, 


lm F(x)—0, lim F(s)—1,F"(2) —e "exp he") és 
1—r— OO T—tOG 


amiből következik, hogy F (2) monoton nő. 


Y értékkészlete 10,1,4,9), P(Y 0) — $.P(Y—-1) —3P(r-4 — 
5P(IY 93 es 

Az eloszlásfüggvény egy olyan lépcsős függvény, amelynek ugráshelyei a 
0,1,4,9 helyeken vannak, az ugrások magasságai a megfelelő eloszlás értékek 
és balról folytonos. 
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II.44 


II.45 


II.46 


II.47 


II.48 


II.49 





00 3143 ses 


k k 
EY — 2x-3k(k—1)(k— 2) HÉ Bos vége" —égsü me 
tha E arő — 27, hiszen a szumma éppen a Po (3) eloszlás valószínű- 
ségeinek az összege, ami 1. 


Mivel X € G (3) , ezért P(2— X € 3) — po, 4 pz — 35 t3(5) — 2. 


A 7. 4 
míg P(X 5 3) — 1— (p1 4 p2 1 pz3) — 1 — 3— 33 — 3 (5) 57, Vagyis 
az első valószínűség a nagyobb. 


Első megoldás: EY — f e-t. e-tdt — hete — 4, 
0 


0 
Második megoldás: Tudjuk, hogy FX(X) € U(0,1), ezért nyílván 1 — 
FY(X) € U(0,1) is teljesül. Esetünkben tehát Y E U(0,1), és így 
EY—s, oY — 73 
Y a pont távolsága az origótól Y €U 0.1): 
A. súlypont koordinátái: S (3, 5) , X — 14/ (Y — SY ke: 


P(X53)-1-P(3—§eYei4 8) 1-2. 


00 
EY" sa f est g tg a [—áe tt] sehoey HF? így — a 
10) 


HEY 


Fell 


Lal nd 


A két oldalon összesen 1000 -- 1000 — k — 2000 — k hirdetési újság fogyott 
el, £ — 1, 2, ..., 1000. Ha az 1000. újságot az első bejáratnál vitték el, akkor 


és] féleképpen történhetett a csomagok elfogyása. Mivel az ezredik 


999 
újságot a második bejáratnál is elvihetik, ezért összesen 2 - Hé £) elfo- 


gyási kombináció van. Az összes eset ÉgGa , Így a keresett eloszlás: 


518 ESA 
P(X — k) — — --88— , k — 1, 2, 3, ..., 1000. 
1000 


Ha X € U(0, 1), akkor Z — 1 — X-re is igaz, hogy (0, 1)-en egyenletes el- 
oszlású. Tudjuk, hogy F7! (7) eloszlásfüggvénye F,haZ EU (0,1), tehát 
Y € E (1), hiszen az 1 paraméterű exponenciális eloszlás eloszlásfüggvénye 
F(y) —1—e7-", amelynek inverze éppen In 17 7 ln IK] -]n£. Így 


EY —-lésa?t(Y)—1. 
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II.50 


II.51 


II.52 


1.53 


II.54 


II.55 


1I.56 


II.57 


II.558 


§ z iz n—-i 
K e(abl akol pa Z. gy PIRX 25) 3. (4 CZ) (tg) I 


Y értékkészlete (0, 1,2,...4. P(Y —i) — P(X —2i) 4 P(X — 2171) — 
—3 22i 22i41 

e aza TT EB sé a sé 
17 f f(daz— a [e 2zh" e Júzz 2 [ze lt 
2 ri gy h? — 2 T —y? sz gk 
77 /" d2— 7 [2 dy— h- 


Felhasználtuk, hogy err az N (0, V2) sűrűségfüggvány. A válasz tehát: 
ft s1. 


p annak a valószínűsége, hogy egy dobozba nem kerül selejtes harisnya: 
p — (0,999)99". X e B (1000, p) , így EX — 1000p, s2X — 1000p (1 — p) . 


Jelölje X a dobott fejek számát. Ahhoz, hogy P(40 € X ca 50) — édes 


(7) (3)" maximális legyen, n-et úgy kell megválasztani, hogy éppen a 
módusz körüli legnagyobb értékeket összegezzük. Vagyis az kell, hogy a 
módusz, ami binomiális eloszlás esetén [(n--1)p], 45 legyen. Ebből kapjuk, 
hogy n — 89, azaz 89-szer kell feldobni a pénzérmét. 


Jelölje Y az utolsóig összesen kihúzott lapok számát. A keresett valószí- 
nűség: P(X—-0)— EZ P(X-6Y-i)- EZ P(XcOJY —i: 
28 


P(Y —i), ahol P(Y — 3) — [dj szi, és P(X-OLY — 1) — [dj 


Általános esetben is megoldjuk. Legyen a pirosak száma n, a fehérek 
száma m, a visszatevéssel kivett golyók száma k. Ekkor XEB (rk z) 


) n--m 


és E((X 4 a) (X 4 b)) — E(X?) 4 (a4 b) E(X) £ ab — közi 
(ef) tab) n ab. 


H1--rn T1-4-m 








Esetünkben n — 3.m — 3,k — 10, ezért X E B (10, 3), valamint a — 
2, b — —2, így EZ — 8. 


a.) EX? — 02X 3 (EX)? —6 
E(21X) —E(4154X-X?) —444EX FEX? — 14 
b.) c2(413-3X) — 02 (3X) —992(X) — 45. 


A véletlen szakasz kiválasztásának eredményét láthatjuk az ábrán: 


1 LE 
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Pit; 1), 0(y, 0), X a PT X — V (a — y)? HF 1, te (172) 


ESZ nd MP [do arral e, dsettáátááte kö kevés zeaó 
aba (1—- 4 -Tj eáyi — (£7—1) 





II.59 X az elfutó szarvasok száma: X € (0,1,2b. 

P(X — 2) — P( Mindegyik vadász ugyanazt a szarvast lövi le?) — 
P(X — 0) — P(, Mindegyik vadász IRAS a szarvasba lő") — £ 
P(X 51 —-1—P(X 5-0) —(X—2) — 

EX — 8 EX2— 109 92X— 26. 


s 


S 


II.60 Milyen K-ra teljesül, hogy P(X 5 K) c 0,01? 
1 
P(X 5 K) — Jea — e)! dx — (1— K)" c 0,01 
Ebből: K 2 1- — 40,01 — 0, 602. Tehát kb. 60 000 literes tartály kell. 


II.61 52 e N (0, , így P(z c$) —P(IZZB] z 7) — gk, —6 (—vt) — 
$(vt)—(1— B(vVt)) —25(vV2)—1, azaz fz(t)— —e s ts 0. 





k-4-1-n—k 


ml E. ! n—k c ZÉBEADE ei 
II.62 lez Xk-o KET ETET at s dns Dr Mr mtpvha 


pr --1 1j—i ag --1 191 
— ggÉjs kisa C7 )p get ú 2. BSEGs ét; ) 2 " ja ső — (niDp ÉBRi 
hiszen a szumma éppen a B(n 4 1,p) elemeken gltázelstáséslneás az összege, 
ami 1. 





II.53 Az (X,Y) pár felfogható az egységnégyzetben egy pont véletlen kiválasz- 
tásának.P(Z 21) P(S zt) -PÍ(Y 5 2) 150. 
Két esete megkülönböztetve, a mellékelt ábrán mutatjuk a tartományokat. 


kt b. AL, ez 1 ) tE (0, 1) ü; 
Geometriai módszerrel: Fz(t)—P(Y 5 £) — ( [sg ez ; 
tE€(0,1) 


3 B 
mele 2 ? 
fz() ( zjz  t51l 
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II.64 


1I.65 1 


1II.66 


II.67 


II.68 


t E Ül 





Jelölje X a hatos dobások számát n-ből, X € B (n, 2 ) . 


P(X22)—-1—P(X—-0)—P(X—1)—1—n- (8) 4-(8) "zi 
Ebből: 

a" íg § f 

Za Ez SE Late 

(6) E HISE 
azaz 





rr—1 
Ba 
(ő) " 60€4nNn 


Ez [5 reláció az n — 10 értéknél teljesül leghamarabb: 
tév Az 0,1938, 3 - — 0,2.A válasz: legalább 10-szer kell dobnunk. 


2 o 
- efdraz z eferazse[e áz ollé sre2) péz 
Bi 51 

ZETÉTZS : 


0 2. 
EX — e: fzersaza fzezdz szg [3-e2? — 2]. 


Legyen X € N (m, D), ekkor P(X c 10) — (357) —0,2ésP(X 5 14) 
—- 1— 6(4Z?) — 0,3. Ebből, felhasználva, hogy €(0,52) — 0,7 és 
$ (0,84) — 0, 8; kapjuk, hogy EZT — 0, 52 és Z2 — —0, 84 következik. 
A két egyenletből kifejezhetjük a két paraméter értékét: m A 12,47, D sz 
2.94. 


Y normális eloszlású ugysé EY — 5 (EX — 32) — 30,92Y — 5-7 Xx — 
400 Tehát Y € N (30, 20 





Vezessük be a következő jelöléseket: 

L az autó fogyasztása literben; K a megtett km-ek száma; 
G a fogyasztás gallonban; M a mérföldek száma; 

X a fogyasztás amerikában, Y a fogyasztás Magyarországon. 
X-4 GY —- nöi M-a-KG-b-LGY — 53657: 
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1I.69 


II.70 


II.71 


II.72 


II.73 


II.74 








PI cg -Plzágz eds Pl éXjs1—Ertáz]: 
fv (2) — moga Íx (1005 


Jelölje X a legkisebb kihúzott lottószám ELLEKES 
24 
Fix (25) — P(X z25je5 Px-D-Y 


rébj- 


PíX 22) s Ez) s 8 (áss) — 0,01. Felhasználva, hogy $(—t) — 
1— ö(t) 1— 6 (563) : pg hi zh. 6 s 6 (sz ) sz 6 (2, 33) . Tehát 


mszz A 2,33, ahonnan m A 2 -- 0, 002 - 2, 33 — 2, 00466. 





X e N ((6,3), 2); P(X5K)-1—6(£08) 2 0,9— 6(68) 44 


0, 1. Táblázatból megkapjuk, hogy € (—1, 28) — O, 1, ezért 83 2 —1, 28, 
amiből K a 6,3—2-1,28 — 3, 74. A berendezés 9096-a 3,74 évnél tovább 
működik hibátlanul, tehát pl három év garancia megfelelő lesz. 





A maximum eloszlása: E(xedgje aie BPíIXa3j sz FArá P(X — 3) 
Hg; (X — 4) — 26: P(X — 5) — 236. P(X — 6) — 215. EX — 515 
A minimum eloszlása: P(X — 6) — síz, P(X — 5) — SES 
je, P(X—3— 35, P(X—2)— 35. P(X—1— 

4 


8 Il 





mas 


Érdekesség: a két várhatóérték átlaga éppen 3, 5, ami a kockadobás várható 
értéke! 


Mivel lim F(zx) — 2, ezért a c.) tulajdonság sérül. 
2-0 


X lehetséges értékei, az értékkészlete az (2.3,4,7,8,9,10,11) számhal- 
maz. Mindegyik i értéket P(X —i) —- 1 valószínűséggel veheti fel. Így az 
eloszlásfüggvény: 

Bú ág 2 

"ha 273: 3 

"Aa 3-zagsi 

ha 4eme7T 

hú 7 am ő 

ha 8-€gz 9 

,ha 9 See 10 

, aa 10 ző az 14. 

ha 11 ze 

A lépcsős eloszlás függvény grafikonja: 


Fx(z) — 


FR ARS OVO [EGO] 00 00 O 
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II.75 


II.76 


ITS 








Annak valószínűsége, hogy az egyes számú dobozba ejtünk egy golyót 
45 k , annak, hogy nem ebbe kerül a golyó g — az, Ha ÁA-val jelöljük 
azt az eseményt, hogy , az egyes dobozba kerül a golyó" , akkor a golyó el- 
helyezéseket addig kell folytatnunk, amíg A először be nem fog következni, 


tehát geometriai eloszlású lesz. Az eloszlása: 





needs tú 
P(x epzdripz( 7 j a k— 0.12... . 


Ha most az X kihúzott páros számok számát jelenti, akkor X e HG(90, 45, 
5), azaz hipergeometriai eloszlású lesz F — 45 paraméterrel, hiszen a páros 
számok száma 45. Az X eloszlása, 


gén e 
P(X — k) — egnap vs étklső 
k 


A kérdés arra vonatkozik, amikor k — 5, azaz a keresett valószínűség: 


P(X — 5) — 61) sz 0, 0278. 
(5) 


Geometriai módszerrel lehet meghatározni az eloszlásfüggvényt. Az alábbi 
ábrán sötétítve mutatjuk az X -a xz eseménynek megfelelő tartományt: 





kiér ér 





II.78 


II.79 


II.80 


A terület nagysága (1 — 2)? , Így 


0 barco 
Felajeti 1—-(1-2d Bajsráiüs 
1 Bass 5 


Deriválás után kapjuk a sűrűségfüggvényt: 


faj F-öz ,haÜ0lzzzz 05 
isa s 0 —— , egyébként. 


Jelöljük Y-nal a kiválasztott pont origótól vett távolságát! Ekkor nyilván 
Y € U [0, 1], és eloszlásfüggvénye 
0 hazco 
Fyiínjmei Z bágázér zi 
ll jJöSzi 


A keletkező szakaszok közül a rövidebb hosszát jelöljük X-el! A két változó 
között az alábbi kapcsolat áll fenn: 


úgss; Y  ,haY c0,5 
—  h1-FY HAFYSNE" 


Így eloszlásfüggvénye kifejezhető lesz eloszlásfüggvényével: 

Legyen 2 € (0, 3 ) : 

Fx(z)—P(Xc23)—P(XczrY c0,5)3-P(X c r,Y 50,5) — 

Pr cz,Y S 0,5)tP(1-Y cx ,Y 50,5)—P(Y c z)-P(1—:cY) 
—:rt$(1—(1—2)) —22 

Nyilván Fx(r) — 0, haz c 0és Fx(r) —1, haz: 2: Látható, hogy 
X:€ TITO; 0.51. 


Az A: ,egy telefon megcsörren egységnyi időn belül? esemény valószínű- 
sége: p— P(X c 1) — Fx(1) — 1— e7!. Mivel öt függetlenül üzemelő 
készülékünk van, a feladat átfogalmazható úgy, mintha az A eseményre 
vonatkozó ötszörös Bernoulli kísérletsorozatról volna szó. Így a binomiális 
eloszlást figyelembevéve, annak valószínűsége, hogy az A esemény pon- 
tosan kétszer következik be:(9)p? (1— p)! — 10 (1 — 1/e)? (1/e)? sz 0,1989 


Legyen A : ,a zacskó súlya 99 és 101 gramm közé esik esemény?. Az 
A bekövetkezésének valószínűségét az X eloszlásfüggvénye segítségével 
határozhatjuk meg: 

P(A) — P(O9 S X ca 101) — Fx(101) — Fx(99) — 6 (191-100) . . 
b (99—100) — 5(0,5) — 5(—0, 5) — 26(0,5) — 1 as 0,383. A három zacskó 
kiválasztása n — 3 és P(A) paraméterű binomiális eloszlással modellezhe- 
tő, ami alapján a keresett valószínűség: 


, SB 6) (P(A))" (1 — P(A))? s 0, 765. 
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II:81 P(Y - §£)  P(F(X) z 3) — P(X - F (g)) — F(F71(x)) — 
(0, 1 

II.82 P(Y £ 3) — P(inzfgy € 3) — P(F(X) 5e"7)51—P(F(X) £ e?) 
1—P(K 2 F(e"Y)eol—gt az YE BÉL. 

II.83 Ha x 5 0: 
P(Y z w) - P(x? za) - PÜXI € va) -P(-/z cx c 45) 
s Bfy/2)— 8(—ye) —28(/z)—1 


A deriválás után kapjuk a sűrűségfüggvényt: 


fv(a) — 2e(v/I e"? hag 50. 
(a) — 2o(VDz Z-T 
II.84 P(Y 23) —-P(JXI 3) P(—s EX 3) F(z) — F(—3). 
Deriválás után kapjuk a sűrűségfüggvényt: fy(x) — f(z) —F f(—2), z 5 0. 


II.85 Mivel X € (0,1,2,...), így Ry — (1,3,5, ..., 2-4 1,...) és 


k 
B(X ek) eP(V ekre Te 


II.86 Ha xr £ 0, akkor P(Y c x) — P(— c r) —0 , mert ez lehetetlen. 
Ha x 5 0, akkor 
PíY €8)j7- Pá ős P(X 5 3)1 P(X ci) —1—Fx(3) — 1-1, 
ha még az is fennáll, hogy - a 1], azaz 2 1. 


Így 
0, hazi 


Fy(z) — ( 1—1, har51 


A sűrűségfüggvényt deriválással határozhatjuk meg: 
fv(2)—x " , haz 5 1 (különben — 0). Másrészt 


X 4 z hag c 0,5 
sző ÉSE és 1—g  § Si 
P(Z a3)-P(Zz s) P(x) ( 1 haz5068 
(Az Ez S 0 sohasem teljesül.) Deriválás után: 
fz(2) —(1— 3)? , ha x c 0,5 (különben — 0). 





II.87 P(Y c 1) — P (eX cx) — P(X c nr) — Fx(Ing) — 6 (254), így 
. (inz—n 2 
fTy(z) — —— e 292 . 


vegen 
II.88 P(Y c2)—P(IX—1]€c2)—P(1—r:cXc1142r) — 


12. 15. -g hawc[0i 
—Fx(1-2)— Fx(1— a) — ( 202 majdőt d 


, vagyis Y € UTfO, 1]. 
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II.89 P(T si 4) 7 P(X sal 2—8) —1 — ez , haz 5 5. f(x) sa Fe7Atgő 
res És A 


II.90 P(Y 2 aj PÍX ca) cigit e Ű. Jele) c daze ő , 250. 
IL91 P(Y c 2) — P(O c gr c 3) — P(X?53) —-P(Xx53) -1- 
1 ezál] At 
P(X S 3) —1—Fx(3). 


Deriválás után fy(xr) — 577 e 77 , 5 0. 
II.92 Jelölje Y a fejek számát, Z az írások számát az n dobás közben. Így 


P(X-n)—-P(Y—k Z—-n-k)tP(Y—n—k 2 —k) — 


a, fred szögi§ n-1 a f8—-1 al 
. Ak—1/) 27 k-ij2t 4k—1/ dni 
II.93 Jelölje Y illetve Z a két pont origótol vett távolságát! Ekkor X — 6 —Z], 
P(X€c232)—P(WY—r) cZ cY 7 r). Geometriai valószínűségszámítási 
módszerrel: 


(Y, 2) egy véletlen pont az egységnégyzetben, így a (Y — z) cZ c (Y1-r) 
feltételnek megfelelő tartomány: 





A keresett eloszlásfüggvény: 


0 bag c0 
Fefe) i 1—ű—s)y skhazctnjÓ 
1 hag zi 


II.94 A megadott sűrűségfüggvény speciális paraméterekkel egy N (o, 73 el- 
2 
í 21 


oszláshoz tartozó sűrűségfüggvény. Így A — 7 azaz Kájés-t za ea mje 28 
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II.95 XI,.X2 az első illetve második defektig megtett út, Y a defektek száma. 
P(r-—-0-—-BIXI 120005 e "Tt, 
P(Y —1 —P(Xi1 z 12000, X. tt X22 12000) — 
—- P(X1 c 12000) — P (X1 - X2 c 12000) — 1,2e7!:?, mert a 
X17- X2 konvolúció sűrűségfüggvénye: 


xz xz 
/ Ae ta A at — Age MG PIX:1tXz ág z J A te"idt — 


—1—e79t[(1- Az]. A keresett valószínűség: 
P(Y—0)34P(Y—1)—2,2e!?. 
II.96 Ha X € N(0,1), akkor P (X 5 3) :) —1— 6 (3) 5 0, 309. 
Ha X € U (a, b) , akkor EX — SO ex Baz — 1, azaz 
b — —a— 43. 


Ekkor P(X 5 3) —1—2 
kapunk nagyobb valószínűséget. 


ie ss 0, 356. Tehát az egyenletes eloszlás esetén 


[ee 
II.97 a.) HaY € N (0,1), akkor EY3-1 — f x3h—töo(gjdg — 0, mert nullára 


szimmetrikus intervallumon minden integrálható páratlan függvény integ- 
rálja 0 lesz. 
0 00 
Másrészt EY2k — [f atto(m]jdr— f —x3k-! -(—zp(r)) da — 
oo 


00 e el 
— f —z3-.or(mjdr — [/22£! . p(a)] 3 1(2k—1) f 25? (a)da — 
Ze —o9 
— 0-4 (2k — 1) EY2k—2, 
Mivel EY? —1, így EYt—3-EY? —3.EYfY—5-EYt—5.3,..., 





EY2k — (2k — 1: (2k — 3) : : vs ő — (2k— 1)!! 

b.) Ha X e N (0), akkor Y — —oY 84 u. 

HE 3 (Gr gt ma E utat (21—1)U, ahol 
kb ; 


n7-2-mvagy n—2m— 1 a paritástól függően. 


II.98 Fel fogjuk használni, hogy cos z — 5 —Ő" Éji és EX?k — (2k —1)!!. 
k—0 





Hy — J cos rp (2) dc — 3 É JA" ak f 27 o(a)dz— E (-1) 
eza - 5 — ert 0,6065. 


EZ — f sin ro (z) dc — 0, mert az integrandus páratlan függvény. 
—oo 


Az előbbiekhez hasonlóan: EY? — a cos? xy (r) dx7 — 








II.99 


II.100 


II.101 


II.102 
1I.103 


11.104 





— 5 (17 e-?). 


2 





212 fi cos 22p(r) dr — 


Mivel EY2 x EZ? 1, így ls EG a ú — sz 
ay —1(1—e71)? sz 0,1997, 927 — 4 (1— e7?) ss 0, 4323. 


Jelölje X az egy nap alatt meghibásodott telefonkészülékek számát! Nyil- 
ván X Poisson-eloszlású. Mivel P(X — 0) — e7) s dá — dj 7 A s 1n30. 
Ezért PT an Ej ss 2 a P( söt) — BEK 84 cz 1 — 25(1-41n30). Az 
X 2 2 napok várható száma: 360 - (1 E 35 (1 3 1n 30)) s 307. 





Elsó megoldás: Legyenek ag; — ) sás ; 0 — 1. Ekkor Y —z, ha ag; c x-z 
j—0 

di-4-1; iz — 0; 15 2; eső e 

Második megoldás: ismételten addig generáljuk az X € U (0,1) számokat, 

amíg X ca 0,25 nem teljesül. Y legyen az eddig generált véletlenszámok 


száma. 


A , Nagy Testvér" végtelen bölcsessége következtében, nem változik meg 
a fiú lány arány! Hiszen, ha N család van az országban, a fiúk száma 
nyilván WN lesz. A lányoké pedig: -- -k 32 -k 153 PT ezsk sé k TF: — 


00 

N 1 Ez 

4 és Szer ŰN. 
-1 


EY —2EX --1—2A1-1,9?Y — 492X — 44. 


X a piros forgatáshoz szükséges kísérletszám: X € G (3) - 

Y a játékos nyeresége. A nyereség, ha nyer a játékos mindig 1 zseton. A 
játékos a 10-dik játék után mindegyik zsetonját elveszti: 1 -- 2 -- 4 -k ... -- 
20 — 1923: 


P(X : 10) — h34 (D)"— zh 5 P(X 210) —1— 5. 
EY —1-(1— - ft — (219 1) -3- — 0. A várható nyereség tehát 0 zseton! 





Az egységkörbe-esés valószínűsége p — §. A keresett X valószínűségi vál- 
tozó így G (7) eloszlású, és P(X—k)—(1— 7)" 7 k—1,2,3,.... 
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A III. fejezet feladatainak megoldásai 


TIII.1I 


ITTZ 


1II.3 


III.4 


III.5 


ÍII.6 





o 00 

Br eYje TF PIKK ekePtéeí — Ré z zár 

ez széstöt, k—1 
(Ld) 2-R 
X1 az éppen szerelés alatt álló autó hátralévő ideje, X2 az előttünk vá- 
rakozó autó szerelési ideje. Az exponenciális eloszlás örökifjú tulajdon- 
sága miatt X1,.X2 E€ E (2), függetlenek. Így Xi 4 X2 sűrűségfüggvénye 
Xéteet ts D. 


ú B 
P (X1 7 X2 c 1) — jftean dt— —Ahe7M 31—e7? —1— 3e7? sz 0, 594. 


Legyenek Z — miníX,Y), W — max(íX,Yh). 

P(Z 2$—-1—P(Z 20 -1—P(X2t,Y 21)—1—P(X zijP(Y zt) 
:1—(1—1—étjy 1—e tt t50ZEEV 

P(W c$)—-P(XcatY ct)—P(Xctb)P( ct) — 

sfi—et sicde tág őt tó Ül. 

Deriválással: fw.(t) — 2e7t— 2e"3 t 5 0. 

P(Y e P( égei e tt —pGY EH). 


Txa rgy (t) — fr (4— új) Jiy (u) du — 


t t 
— fore du — met fa ac 2 ps Ü 
0 0 


Egy izzó élettertama A — 4ö paraméterű exponenciális eloszlású X; való- 
színűségi változó. A soros összekapcsolás miatt a. világítás akkor szakad 
meg, ha valamelyik izzó kiég. Ha Y jelöli a körtecseréig eltelt időt, akkor 
Y — min (X1, X2, ..., Xa5) € E(3), hiszen Fy(t)—1—(1— Fkx, (ty) ő 
tá. át — E e— tt sű. 


Ha Y jelöli két izzócsere között eltelt időt, akkor Y € E(154) , (Id. az 
előző feladat megoldását!) 

P(Y 5 100) — e7!5A-100 — 0 95— A lg s 3.42" 10 5". 

Azaz egy-egy izzónak átlagosan kb. 29243,589 órát kellene ehhez kiégés 
nélkül kibírnia. 


Jelölje X1,.X2 a két versenyző köridejét. .X1,.X2 egyenletes eloszlásúak 
az R — (1:21,000,1 : 21, 001, 1 : 21, 002, ..., 1 : 21,999, 1 : 22) halmazon, 


azaz P(X; — 81 d 1060) — — ze Továbbá HK függetlenek is. Így 


P(Xi - Xg 7 5" És — izbr 5 99,9-107?, a valószínűsége annak, 
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LII.7 


III.8 


III.9 


1II.10 


TIT 


ITT.12 





hogy azonos időt mennek. 

Két kör esetén a minimális időket jelölje Y1, Y2. 

P (Y7 —814 sú) — Tsi — 0,1,....1000;j — 1,2. Mivel Yi, Y2 
függetlenek is: 





1000 
P (Y1 — Yo) — V (2AZZ) — 5ir [20012 — 8004 - 500 -- 200 - 664] s 
1-0 
1, 332001 :- 1073. 
Tehát jóval kisebb az esélye annak, hogy a két körben mért minimális 
idők megyegyezzenek, mint annak a valószínűsége, hogy egy adott körben 
egyezik a két köridő. 





Tegyük fel, hogy a fogadások egymástól függetlenek! g — -d. annak a 
valószínűsége, hogy lesz ötös egy adott szelvényen. Akkor márk valószínű- 
sége, hogy egy héten nem lesz ötös: s — (1 — pó sa Annak valószínűsége, 
hogy 10 héten keresztül sem lesz: r — s19 — (1 — gt ss 0, 102. 


Jelölje X1, X2 az izzók élettartamait, X1, X2 € E (z ) . függetlenek. Jelöl- 
je továbbá Y az izzócseréig eltelő időt: Y — max (.X1, X2) — Fy(t) 


53 2 
—.Fx (DEzz(£ — (1— e-t) st B 
X3Y EN (0,V2) S Fz(t—P(Zct)—P(—-t c XIY cet) 
12 
—26 (33) -LEsőes feet ola (2) — ett 50. 


o0 


fx-r (4) — hi fx (tu) fv (u) du — ! XZe- Mt) e Mudy — 


max(—t, ol 


je P(Z 2) —-P(-t e X-Y at) — ( fx-v (du — 


[1 t 
— J övi [stee 1—-ge?őttsü 6 ZEEHŐ). 


P(SY ch — EVETT B] sza oz set 3Y E E(2). 


Ixs1y (b) — Í fe (t — u) fy (u) du — f 2672e ktg — 95 tt oge et, 
ESSÜ 

X,Y € E(2), függetlenek, ——- EZ — E(X 3 3Y) —EX-14;7EY — 5. 
0727—-o?(X35Y) — őX4106Y— 3 S ocz- ő. 

Az Xp, Xz. Xt. Xm változók együttes eloszlása ú.n. polihipergeometriai 
eloszlás: 


(ro Cr) (1 (e 


PrS e Bosán EA Én E Em] S p 75 
10 
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ahol 0 £ kp, kz, kt. km £ 8 és kp -- kz -- kzt km — 10. 
BátP(X5 c X.) - P(X, c X.),. deP(X, - X,) 5 Ümiatt P(X, cx.) 
Z 2, hiszen P(Xp C X2) HP(X: € Xp) 4 P(X. — X.) — 1. 


III.13 Felhasználjuk, hogy X1 tk X2 -k - - - 4 .Xx sűrűségfüggvénye: 
k 
fk(b) — ségi E A sÜ 
Pk — P(X171 X21-:-:--kXk £1 ca X1-1 X2 7 ::: FF Xk th Xk341) — 
— P(X1-1 .X2r§::-:-t Xka1)—P(X1-7 X23-::: FF Xki1 jé hi 
1 1 


fett — Mm tberAtdt — gr fee rezatdt — söt fe —At dt 


0 0 0 








1 1 
Mivel fired azis [—stta át], ÉS kf 71eAtdt a ző 44 k 
a 0 








11 
KGY 5 öz sé —-A k7-1 Az 8 gi 
fé 1e—Atdt, ezért pp — §— -: ke — 3re") — s Po(A) eloszlás! 
0 


1 1 
1 
(EH ESÉS s 1 f2(2? ay 1?) duda — a f [ya 25 a E] dr — 
0 


VEZÉR 
8 
[vi 
-k 
b0l8 
- 
kevi (zni 
Sal 
iss 
8 
Il 
a 
ra 
ap 
isi 
Il 
keltő 
Lene [9] 


1 
fon) — fv — Bf (02 rzy ra?) dy— 18 (22 5439) ze 01. 
0 
Mivel fx.y(x,y) A fy(ufx(x), ezért X,Y nem függetlenek! 
III.15 Az X,Y együttes eloszlás táblázata: 
X 





ESZSNE BEA 

X és Y nem függetlenek, mert pl. P(X—3.Y—-0 —0 7 :íz 37; — 
BISSEJELY B. 

EX — §EY — 31 ax s 85.EY? — $roőx s 30" 
i sss egyk, $. 6 


hal 
l 
Hip 
§ 
s. 
Fel 
l 


1 
4 


tole 


A kovarianciamátrix: 2 — 


lk 
Halw 
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III.16 Az együttes sűrűségfüggvény a perem sűrűségfüggvények szorzata. : 





0, 2 em 2 FO 2 


Tx.y(uv) . Zan 


III.17 Az első valószínűséget a [(0,3] x [—1, 4] téglalapnak az y — x egyenes felé 
eső területének és és a besüt s területének aránya adja meg: 
A második NöSzÉNtsöést az aj 2 hiperbola alatti, a téglalapba eső 
területének és a téglalap területének : aránya adja meg: 


3 
3414 f 2dx 


, vu E€ERyv 50. 


P(XY c 1) — —55— — HB a 0, 43. 
III.18 fxy(uv)— 3 ut 4 v? c 1. Legyen Z — V/X23Y2, P(Z €1) — Éz — 


t2, te (0,1). Így fz(ő — 2 tt ET, . 


III.19 E(X-4-Y)—1,E(X-Y)—-0—G 4 — E 


E(X--Y)(X-Y)—E(X2-Y?)—0—cov((X-4.Y) (X-Y)) - 
0. 02(X3vY)—-a?(X) 1 o23(Y) 4 2cov(Xx, Kis § 4 2c, 
93 (X —-Y) — 07(X)to?(Y)—2cov(X,Y) — £—2c, aholc — cov(X,Y) . 


S se 0 
így. —( ő 0 — 2e 


A 
6 
IIT.20 Exy(z g) szyőzszzélőg 


OVSZ ny s 1. 
P(0,25 c X £ Ű, 75 , 025 £Y c0,5) — Fgy(0,75 ; 0,5)-r 
Fx,y (0, 25. b, 45) — Exy 0, 28 , 0,8)—- Egy (075 , 025) — 


— (3) 14814 gő 1 — 64 "s 0, 203. 


III.21 Az együttes sűrűségfüggvény: fxv (u,v)— 3,wu tv? c 1. 
A perem sűrűségfüggvénye..: 


6 9DJA 


V1—u2 
Iz (Üz- fr(uj- ! zdv — 2V1— u, u € (—1,1). 
ÉV sert 
1 


EX — EY — J 241 — ujdu — 0, (hiszen páratlan függvényt integrá- 
s! 
lunk...) 
5) 1 


EX? — EY? — je VI — u2du — 2 [ev sag ő 
—1 


sin? t cos2 tdt 


Ssszssgkof 


ahol először az u — 
1—cos 4t 
2 


1 

27 4 42 

sint helyettesítést, majd a 4sin?tcos2t — sin? 2t — 
got használtuk. 


ze. az [4— Sze é s § sz ag a ay s 





azonossá- 
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IIT.22 


III.23 


III.24 P 


III.25 


III.26 


III.27 


LES 


III.29 


III.30 


1 
EXY — fu f tdvdu—0 — cov(X.Y)-0—x-4( a 1): 
Be 


Mivel az együttes sűrűségfüggvény (őz — 122 7 6) (y 3 3) alakban felír- 
ható, X,Y függetlenek! 


X az első ember dobás-száma, Y a másodiké. Így . 
00 ee] 


épéegje ) Prrsijpirsájs EY gek 


kezi ksi 


5 ÖLE 


GP(X-0Y—1)— gi 


6 
(8) 
SOT, 

P(X-1Y-0—— my P(X—-LY—-1—1-P(X—0Y—0) 

—P(A sú Faj BIx cd Y cü. 


(X—0,Y —0) 


Z — miníX,Y) S Fz(t)—1—P(X5-t,Y 5t) —1—(1— F.(t)) — 
1— e-t sZ € E (24). 
Az eloszlásfüggvényt geometriai módszerekkel határozzuk meg. (X,Y) az 
egységnégyzet egy pontja. 
gés ha t € (0,3) 
e 3 8 1-t sz 21—t , "2 
P(Zc1)—P(zxiy et) P(XxIt 4Y) 18-i "a iné (21) 


zá hate (0 3) 
ei 2(1—t) j ! 2 
fat ( ár — shate[£1) 


2t2 


U — cos2ZrX, V — sin2rY. Így UV? 3 V? 1 é8 27X € U(0,27) . 


P(Y c X) - HP fx,y(u,v)dudv — JÉ 2-8 duduj- 04. 


Tudjuk, hogy Poisson-eloszlású változók konvolúciója is Poisson-eloszlást 
fog követni, azaz: 8 
X1Y € Po(0,1--0,5) S P(X3Y—-2)—55e "95 


x-1 k—1 
E(X4tYokjz d P(XSDP(Y-k-D sg (ij éget 
I—i1 ) s ő 

zigóta 1 —17--1 1 
AGY De E pt 
— 5 (DD (1— (B 
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III.31 


III.32 


TL33 


III.34 


III.35 


min(1,t—2b 
ÍITxxy (t) — 5(t—ujdu. 
maxí0,t—3k 
t—2 
a.) t € (2,3) : fxa.v (t) — f86—9dun 5 a — S; 
0 


j 
b.) £€(8,4) : fxay (2) — f86-9du-8-£aZ 
1—3 


Az eloszlásfüggvényt geometriai módszerekkel határozzuk meg. (X,Y) az 
egységnégyzet egy pontja. 





t E (-1,b) t £ (0,1) t e (1,2) 


PiZ cz eP(aX—Y ei — 


Bt , hat € [—1,0) 
z ETRN oké Fje Ket: , hat € [0,1) 


1 EE  hate[i2] 


Ej , hat € (—1,0) 
fz(t) kli 2 , hate (0, 1) 
SZ ,hate(1,2) 


Az eloszlásfüggvényt geometriai módszerekkel határozzuk meg. (X,Y) az 
egységnégyzet egy pontja. 
P(Zct)-P(X-Y ct) — 
2 
ED hate [-1,0) 


-P(x-rer) ni 1—£)2 


1-2. , hat c [0,1) 


Jelölje Z a zajt. Akkor hibázunk, ha 1-et küldtünk, de 13-Z negatív, vagy 
ha —1-et küldtünk, de —1-3- Z pozitív. Tehát P (hiba) —P(1HZ c0)- 
PGLESZD — BZ PiZ s - [7 ilisászdjárr 
2 
i 2(1—32)dz— 5. 
a.) Legyen XI az első, X. a, második beteg kezelési ideje, XI -k Xo E 
T (8, 3) mi Tsa rat) s le 8 i sz Ü. 


P(X13X2 c1)— [d 3e7tdt—1— 3€—3 ss 0,09. 
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1II.36 


III.37 


1II.38 


III.39 


b.) A várakozási idő most: min (.X1, X2) € E (1), hiszen 

P (min (.X1, X2) a t) 4 —P (min (.X1, X2]) Ész t) — 1— 
P(X.5t)P(X25t)—1—e-3te3t —1— ert. Így tehát 
P (min (X1, X24.€1)—1—e7! a 0,63. 


A , legfeljebb egyszer kellett javítani a gépet" lehetséges esetei: 


3 e ő T GtTETX, 


A gép először X1 ideig működött, Y1 idő alatt megjavították, majd X2 
ideig működött. A kérdés annak a valószínűsége, hogy máspdszorra, is 
a T idő lejárta előtt elromlik, azaz P (X1 3- Yi 4 X2 7). Két azonos 
paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változó összege gamma- 
eloszlású, azaz fx.-xo (tb) — Atte7?t,t 5 0. Ezt felhasználva 

TZe KEEN (2) 17 fá XM uerM nek ul du ek 

— Auer kt [ezet -k nöt — perry itéli 50 

Tehát P(X1- X2t Yi cacT)—- 


tr Faj XA ne pt [et -k 


segg sz zsé zi 
0-pjz 7" 0-pgt ] dt 


MEN 97? Es ér tl fi ság. AZ szgzüp 
—- 1 ete 6—ő € B—aj 7 1. 


Felhasználva, hogy független normálisok összege és különbsége is normális 
eloszlású X—YeN (di azT3) , hiszen E(X—Y) — E(X) — E(Y) — 1, 
(xx —Y) c et(XxX)to(Y) —13. Így PRIX zY)-P(X—-Y z0j—- 


b (Sz) sz fd (23) sz 1 — 8 (0, 2774) sz 0, 3897. 


X1, X2, X3, Xa4 E N (75, 12) , teljesen függetlenek, ahol X; az i-edik be- 
szálló ember súlya. 
Y — X11.X21.X31.X4 E N (300, 24) , így P(Y 5 320) —1—5 (2599) — 
1— 6 (5) sz 0,203. 


P (max (X1, XV c) —P(Xi ct)-P(X2 ct)—(P(Xi c1)) — 
sz (1— eset] s Ü 

Ha Y — max (X1, X2) , akkor fy(t) — 0,4(e79?t — e79tt) tt 5 0. 
EY — fs 0, 4 SE — f 20 aa gp 7 B: 


0 0 
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III.40 


III.41 


III.42 


III.43 


III.44 


III.45 


III.46 


Tehát melegtartalékolás esetén § várhatóérték 7,5 óra, hidegtartalékolás 
estén pedig: E(X1- X2) — 2: Tsa 10 ót 


X € E(2) S. Ex — 2EX —07X-.4(EX) — 2. 
éov (X, XB) — EX — EX. EX? — 3— 2 — 2, hiszen 


oo 


Bx3 — (8262 at — [/ gt] 543 f2e-tát—04§-EX? — § 
0 





Y — X1-7 X2 7 --- F X,. Ekkor 2 azonos eloszlásúak, tehát E(£) — 
:z E(Zz De324r3234.-rR— EY 16 E(X)jJ-i 
E(£ 7 ET sz 2 


5 al 
cov (Xx, 5 - BIXI-EX-E(IR) —b—a-E(1£1) —b—a-(a— 8), 


Í; Ka Tés ST e dé E sz ezért BI es 1 
P(X 50)—1. PIX 20) a 


E 
194) 
ö 
3 
l 


jeg 


EX:—0,EX?—a2X;—5 6 EY— 9) EX, —0, 


í1—1 
ő7Y B; éket 
1—1 
Definíció szerint c? (XY) — E(X?Y?) — (E(xY))? — E (X?) E(Y?) — 


(EX)? (EY)?, hiszen függeklenék. 

Másrészt 0? (X) 02 (Y) (EX) 02 (Y) (EY)? 92 (X) — (EX2—(EXx)?) 

(EY? — (EY)? ) a (Ex)? (py? — (BY)? ) - (zY)? (Ex? — (EXxX)?) — 

EÍXEÍY9 -(EXY (8YY. 

Jelölje Xf C£ X3 2 :-:-: Z Xi az XI, X2,::: , Xn változókból számított 

rendezett mintát, pl. Xf — min (X1, X2, ::: , Xn) és Xi — 

max (X1, X2, :" , Xn) Mivel Yk — X$— XI , 50, így E(Y4) — 
E(Xr — X£ 1) sző t - (fxp (b) — fx;(t)) dt 

Xk eloszlásfüggvénye: Fx:(t) — P (XI . emsP (legalább k minta c t) 

24 E (pontosan iminta szt) s ert (szd) (1 — ez így" a 
—k (DJÉ(1—2) TT . Ebből fg; (t) — fsz , ($) — (7) (k — 1) 172. 

(1 — Teve (aa) (n— k3-1)é71(1—gT 5" e( " )(k—1—nt)t 

"—2(1—t)"7". A várható érték ennek t-vel vett szorzatának az integrálja 

(21) 1 3; ád" nd Hm s un Jo E (1— 2)" dt — (2) 

(k—1) 2 For DI (2 )n (n—k)ik! 


(n-1)! sti 


E (2) esetén a várható értek 3. A keresett valószínűség tehát P E 


1—F(3)-1—(1—6783) — e a 0, 368. 
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n Te 
III.47 a? p3 ix) - 9. ek szg, HETE JEZŐ TET 


III.48 


III.49 


III.50 


III.51 


IIT.52 


III.53 





vázzal H 


sit és IX. DIX ) — 9 dewrix XI d2. 2) mivel cov(X;, X) 
kg 
cif ha tség 


Legyen X; az í-edik kockával dobott érték. Ekkor EX. — 3,5, EX? — 
S, oxi — 55. EY — EX -—- EX. 3 EX; —3-EXi — 10, 5. 

jé - sax kh otX I otXxXz — 3.0?XI — 8,75, hiszen a dobások 
függetlenek. 
eov(X, X) —BX"—BXEXS"—HXI!—[f epizjdzz [// (—z) 
(zo (x)) dr — [2 (—23) peda — [ddoCAUTr [2 229 (a) dr — 
03 3Ex? — 3. 3 
ex mix zs nx" e (BA) s EX" mivel ELX" c f/p tejds- 
fo (—n2) (—zp (z)) dr — Dad p (DJ 1 fee 25e(r)dr—0-42EX — 
0. TehátoSx8 — EX" ef apt ize: — [ező p (21 t5 [28 zt (z) 
dc 0-3 5EX" — 15. 

3 B. a 8 — s 

R (X, X5) — —z — V§ — V076 510, 77. 


Az együttes eloszlás táblázata: 





d 
2 7 a 
8 2 [d 
 Xperem]álá]á] 

EX s: ÉV — 2 BX" BE egek say szg 

EXY — í s egv(XxY] — ké —s R(X,Y) — —3 7 0 Snem 
függetlenek! 

E(X3-YÚK —Y) - EX? CEYS BÜKK tY) :-EíÍX—PYF) — (Ex) 
(GY. erik 41 8X—-Yje (Ex? 68 (Ex)? ) a (EY? ús (EY)?) — 0 
— s korrellálatlanok! 

ov -oG?(X3IY)—o?Xio?Yy — 2. 

oW —0"(X—-Y-1 —ot(X—-Y)—otXrto?Y — 2. 
E(X-3Y)(X—Y31 —EX?—EY?t3E(Xt1Y)—0—s 


2 0 
cov(v.w)—0.3-( a 2 


E(5X —6Y) — 5E(X) —6E(Y) — 20 E(XY) — E(X) E(Y) —0. 
0"(5X —6Y 3-8) — 02 (5X —6Y) — 25-03 X --36-o?Y — 25--72 — 97. 
öö (5X.GY PK 306041 X.Y) 0. 
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I[II.54 Az együttes eloszlások: 





E (Y) — 124. :E (XX) e j Tag: E (VS) — 136. :E (Xs 398 


19 196 ; 196 
07 (Y) — 18050, e xje ÉzénTői E(XY) — aut ; COV (X, Y)—0. 


III.55 cov (X, X2) — EX3 - E(X)E(x2) — 0. 





oo Tr a oj) 
III.56 fx(2)— J fxyie,yjdy— f 10z22ydy — 1072 . kan — 521, z € (0, 1]. 
oo 0 


fvix(y] z) — Eb — Bev B OgycreI. 


fx(2) 5ai 


2 
III.57 fx(y) — fv(y) — fo E (22 —2y-- 2) dz — 82 É — mg 4 ye] — 5 — 


0 
Frege IB, Íj- 
7 RT 2 
fenye li e SK S 94 e (01. 


2—3y--6y2 
22) 2 
EGXIFY-d-he a . Sz öz őy dz — sazyagyz [877 — 229y 4 322y?] ő 


3—4y--6y 
- iágziyny € (0, 1). 


EX — EY — 5 Jo (2y — 347 4 6y?) dy — 3; 
EX? — EY? — 5.0 (2y? — 3y? t 61) dy — 5; 
gx — ag?y — 150 — 7 ezi 19; EXY — ÍTliz y(z, y)dxzdy — 
5 Jo Jo (29y— 2y? 4 ny?) dady — 3. 
s 165 -d 
cov(X,Y)—1— 8 — 22; 5 — ro ( u jer J 
III.58 fx.v(z,y)—(1-t4a)erür9y.23 z E (01 ,y 5 0: 


fxwy(z]lyy — (14 a)erÜtoy y so; 
11-—z 


PIXR4T ze ői (27 3 222) ezt 9ydydr — 


0 0 
5 


sp? 24 22) [- —Táz — izé e-(te? )] da — f2z [1 — aaa] dx — 
0 


ző [22 — a álati — z. I 


III.59 X € B(n, 41) ,Y € B (n, 3) ; 


s ve metsz (£) (8) "(aj 
P(Y—-k]X-1 e maz 
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— (F-D) (DTD S EGWIX-1)—-(n-0ő. 
EGY IX) — (x — 3) 8. 

III.60 X,Y € N (0, d) , függetlenek. Ekkor IXI.IYI is függetlenek. Fx(t) 
Fiyi(t) — P (YI sé] sz Bf -teY 20) — Baalt) — Boa —t) — 280 a(t) — 
1. Így Fz($) — P(IXI ct,IYI c) — (20oa(tj— 1)? t 5 0, fz(i) — 
4 (289 a(t) — 1) Poa (b) 12 0. 


III.61 Z — [VII — V.X2 4 Y2, eloszlása 2 szabadságfokú x-eloszlás lesz! 
72 — X.Y? e x3 — fza(t) — best 50. 
P(Z c —P(Z? c) — Fzal) fd) — Be ts 0. 


1I.62 P (ms 8.2 05) — (P(X1 c 0,5))" — mtz 5 9.8: 1077, 


SSE ÍTÉSI 48. 


ki (min vő s 02) -— (P (Xi 5 0,2))"" — 0, 819 s 0, 107 
III.63 A regresszió lineáris: 
EGY 1.X) — SG (X EX) EY — 52 (X — 11) 4 Hz: 


€11 


III.64 





wilro 


A 
7 


Az y — 33 — 1 egyenes feletti pontok az egységnégyzetben 0,5 területű 
trapézt alkotnak. Tehát a keresett valószínűség 0,5. 


III.65 Ha X; jelöli az i-edik zsák súlyát, akkor a teherautó terhelése Y — ps] b. € 
e N (8000, 50) , mivel független, normális eloszlású valószínűségi változók 
összege is normális eloszlású, és a várható értékek, valamint a szórásnégy- 


zetek összeadódnak. Így P(Y c 10000) — Gb (19000—8000) — (40) s 
0, 99999. 
1 
III.66 yv (v) — fé (u2 — uv 4 20?) du — 5 [277- 5 Th; 
j3 3 
AV 2 6uv v 
Fzer Cu [4] — darts az SE E (XIY os 
—6uv-k 8 —2v--6v? .. 8—2Y-7-6Y? 
J uS - LEZSTOTT át du — Szzartav — E(X IVY) — szzyzxigyz: 
III.67 ey — 7X1 — 3-. 
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III.68 


III.69 


ILE-7Ő 


III.71 


ÍTE72 


TTE78 


III.74 


ITI75 





Mivel e? és eY független, ezért EZ — EeXEeY — (EeXx ) 
ÉJ ezf(o)da) sa e ado) — (e— 1)? 
2 
EZ? — EéXBeY — (Bexy a (ffer-idz) — §1(2—1)7 c 
og e 3(8—iy —(e—H 
Első megoldás: P(X£Y)—-P(X-Y c0) — Fx.y (0). 
Tx-v(h) — [/ fzx(uf-vr(t—ujdu — vast e u2ett—uldu — fett, 
ha t € 0. űj 
Így Fx-v (09— fd fx-v(t)dt— [9 Zetdt — 
Második megoldás: P(X €cY) — Jo 1 fel fe gdbük 
sz kh d il ágsez [E [e729] e7tdu — [99 e72te-tdu — 


b Vóji e7öudu — sz ád HE 5. 


[vi 


X 63 Y független, 0 — 1 értékű P(X—1)—5, P(Y—1)— 2. 

P(íZz sás PIXociTYD) es, 
PZScijEsP(íXc1iY—-cB)34EB(rX-0Y-Ía 5. 
P(Z-0)—P(X—0Y-0—- ff, Ez—§ 

Vezessük be a következő eseményeket: A; : a fehér golyók száma a doboz- 
ban i, iz — 1,...,6, B; : a második dobás értéke j, j — 1,..., 6. AB; 
teljes eseményrendszer, és P ( A; B; 1) s gy 

há 2-1 2 vagy j 26 


JV Bi § vis sz JAR 10—i 
PG-sY 5145) - ( Car ,. hai23ésj-—6 


PÉX cd E sálját 1062 a 2 a 3622] . 


YEN (o, 77) 

. ezgeáte 1téss GPU területe X - Y. A függetlenség miatt EXY — EX - 
— (Exy s: axX$ s E(GYY) —(ExXY)? - EX2EY?— (EXY)? — Es 

(msg eggergsj e ök 


cov (Z, W) — E(ZW)—EZEW-—E (3X? — X7y) — (Ex?) E(3X—Y) 
3E (X?) — E (X2) EY—3EXEX?—EX?EY —3E (X3) — 3EXEX? — 
12, felhasználva, hogy EX — 1,EY — 0, EX? — 2 EX? — 6, valamint a 
frrásést lemenő, 


A keresett valószínűség megegyezik az relációk által kijelölt területtel: 
1 le 11 il 3 
mez fogai béjnöéi 48 
3t6/zaz 3 tab 0, 487 


. 
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III.76 A függetlenség miatt: c? (3X—Y) —9952X7o?Y —10 6 c (3X—Y) 
3.10. 


III.77 Az együttes sűrűségfüggvény kétdimenziós ÖRKSSÁSR Az általános képlet- 
tel összehasonlítva kapjuk, hogy c1 — 02 — 0, 0?4/1 — p2 — — v8, 
öli-p]s 2 psüűss peáezi 
Így a feltételes sűrűségfüggvény: fxjy (z ] y) — V2 exp (3 (2 — $)") ; 


III.78 cov(Y, 2) — E(YZ)— E(Y) E(Z27) — E(3X? 3 .X?—3X—1) — 
E (3X 41) E(X? —1) —3EX?34EX?—3EX—1—3EX -EX?7--3EX — 
EX? 4-1 — 3EX? —3EXEX? — 3EX? 14-12 es -- 16). 
EX? — 1 azt rfx(xa)da — f/ zel) dr — [ (3v— 4)" 4 (v) zdv — 
f28 (40? — 244? 34- 480 — 32) p(v) dv — dt — 24EV? 3 48EV — 32 — 
—56, ahol V e N (0,1) és így EV? — EV — 0, EV? — 1. Ezt felhasználva 
a kovarianciára 72 adódik. 


Ira PTXxa1Y es s 316 P(CEsífYsocd s ELX c3 Eső s 


216 
da PY-3) - DÉLP(X-GY—3) — 34, P(X-IIY—3) — 
P(X—-—1,Y— 
Ssgzn  - 18 P(X-2]Y—-3) — §. P(X-3]Y—3) — 


E(XIY—-—3—§. 


0 zzz 
III.80 kX—Y e N (0/7271) P(kX—-Y c0)—6(—-4—) — 0.5. 
III.81 EG3X4YIX)—3E(XIX)HENIX)—-3X3EY —3X. 


IIIS2acbtcebZlZatceclates XZXIYSLXOSYA válasz: 0,5 
valószínűséggel. 


2 1 1 3 3 LÍwt 3] eza 
LES PTASaeyY]e ll (22 (u kv ) dv) du— [/ [7421 v] , du — 





Jó (34 248— 5 — 245) du — 14. 
7 úz 
a : — 
IH.84 P(X--Y c 1) — J [//5dv du [/ Tf 7-dvdu- 





2 


0) net]. 


III.85 Mivel függetlenek cov (X, X 4 Y — 1) — 
cov(X,X)-4cov(X,Y) — o?Xx — 2, 
ee(lxayY 1 eg tx agy 4, 


PI e v(X,X-3Y —1 
így tehát R(X,X3Y—-1— Sgr) — éz 7 2. 
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III.86 


III.87 


III.838 


III.839 
III.90 


IIT-9g1 


III.92 


III.93 


III.94 





ke SP 


FEE grz e 
d nag laG 0 lg 
2 o] 0 [0 [dd] 
92x ságfrstset att — 14 — (12)? — 20, cov(X,Y) — E(XY) — 
EX.8€503-(38) ——£. 
cov (Z, V) ODAAT — X) — 3cov (X, Fj-ba Y — 
307X —cov(X,Y) —o?Y —3927X 4 2cov(X,Y) — 8 — 38 — 5 — —5. 


Fz(t)—P(Zct)—P(Y c 5) —t—tlnt, ha t € (0,1). fz(t) — In, 
(ez (0 1) 












EIF]Idis ize ge 7 TE (JÉ (EJT. 
EYI]X-m-53, E(rIx)— és 
ot: X) zpllgáte szg Éget sa — 92(X).-a2(Y). 





Első megoldás: cov(Y, 2) — cov(3X 138,5—2X) — —6cov(X,XxX) — 
—602X — —6D?.gY —3D aZ —2D —- R(Y, 27) - 244 - -1. 
Második megoldás: Vegyük észre, hogy Y — sz 4FE ka , amiből R(Y, 2) — 


—1 következik. 


0 ha tc0 
P(ZzZO-[Fxipi —s o .há tETGD 
Há 751 


2X—-Y e N(-11,V17) P(2XcY)-P(RX-Y c0)—-6(3). 


fzxz(uj) — f dgdv — 2, u E (0,1). fy (v) — ] dán c ÉGŐ u e 
őz 
(0, 1) . Nem függetlenek, mert.fx.v (u,v) £ fx (u) fy (v). 


Mivel X 34 Y — 2, azaz Y — 2— X, ezért R(X,Y) — —-I1, és így 
R(X—1,Y 31)—R(X,Y) — — 
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III.95 


III.96 


III.97 
III.98 


1TT:99 


III.100 


1II.101 


III.102 
III.103 











P(íZ ect P(-Y zt Xx 204 P(Y ctxX ze PO 5 —-t 

P(X c 0)9--P(Y cb) P(X 2 0) —(1— $(—t)) €£ (0978 (b) (1— 8 (0)) — 
20(0)) 7-6). ZE N (0, 1) . 

U€EN(0,vV13) és VEN (0, v5) . 

Fel fogjuk használni, hogy normális változók között a regresszió lineáris. 
cow íü V) S 60"Xx —207Y s46z RÍ V] 


Így E(U [V) — SH (v — EV) 4 EU — 4 ÉV. 
X-3.Y e Po(9), P(X-1Y c2)—e ? (13973 §) — 50,5-e-" 


HaZ—-aXidbésV—cY-id,akkorP(ZcV)—P(Y 5 2x 3). 
kása gp keresett valószínűség megegyezik az egységnégyzetnek az y — 

xz FI egyenes fölé eső pontjai által alkotott SEFLESSKEESE területével. 
Esetünkben a — 29-i ec3dÜ úzazg s 3742, és így P (V sz 2) 


si s 





cov (aX 3 b,cY 4 d) — accov(X,Y) — aciásó 


 YXI10]2]83]4 05] 
SEGA 





fv BETSETGY 3) szik] 


FI. ÍTyix (y]7) — Lé ÉTV így E(YIX-z) 3x7--1 sali 


374-1 


51-42 . 5X£2 5rt2 
923, azaz E (Y [ X)- 9X33" 9143 








27 27 
EY — 5 d eteztke — 0, EZ — -- d egammla ss 0; 
21 2T 
o7Y S EY? - 2 f sin" dr —0,5, 022 — EZ? — 2 f cost zdxe — 0,5, 
0 0 


§ 1 05 Ő 
EYz — d. fossm22dz-02 3 ( j jő 
j Es ű Ha 


E(X—-Y)—EX?-2EXY-3 EY? —2EX?—-2EX-EY —292Xx — 2d. 


Ha X € U(0,1) valószínűségi változó, akkor X segítségével az X1 és X2 
valószínűségi változókat az alábbi módon állíthatjuk elő: 


Mt; aa 1 , haX 25 0,5 M 1 . ha XX 20 75wv. Ü 2A2XxXzÜ B 
1") 0 , egyébként 2" ] 0 , egyébként 


Akkor XI és X2 diszkrét együttes eloszlása: 
PC 5IXx -IÍ SEM ÁáxXxz E ciW 2 
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III.104 
III.105 


III.106 


IIT 107 


III.108 


III.109 


TT 11 


P(X::-1 Xsz0z-P(05EX EU TB —Ü 2B; 

sál lle god tök ey ers ab a, 

P(X.—-0 X55:00—P(OZz Xx z0,25) —0, 25. 

Mivel P(X1 50) — P(Xi;- 1) — P(X5—0) — P(X5— 1) — 4, ezért 
teljesül a függetlenség! 
E(3X3Y-641[X)—-—3X131E(Y41]X)—3X64E(Y31)—3X--1. 


Y—- X71 2, ahol Z a 3-as dobások száma. E(Y] X)— E(X73Z] X) — 
X.4.E( XI). 
P(Z-jlXx—-)—(0) 
E(FIx)-X4r00-—-x)i 
(1 


P(X—LY—21— ggg [DD 00] - 


E(Z] X)—E(Y3tgxX—5]X)—tgX-E(r? ] X) — 3E(Y I X) — 
-tgX-E(Y?)—5E(r) —2tgXx— 


(DDT E(ZIX)—(10—9) 4. 
4 § ZA, 


Az általános kétdimenziós normális sűrűségfüggvény képlete: 


gy 2 
1 k —arizg arise [I mg)? 9p(z— mh vs wz 232 ) 


ÍIxy (2.y) — ——— 
ez) 2roc1g24V1— p? 


Látható, hogy ezúttal ennek egy speciális esetével állunk szemben. Az 
összehasonlítás módszerével kapjuk, hogy mi — m2 — 0,01 — V2,c2 — 
1, p — —z. Így 
fx(a) ———— e 
xiz 
"ij 
2 
BSE : izet 
—— see 2 
és 
Ize6 mg) 1 ee 


Íxly (z]y) — fv(y) Sa Von 


ÍIxy (xy) I (ggg? 
2) ——— ——  — —e 21 aa 

Íyix (y ) fx(m) ar 
P(Tcr W cs)—P(W cs)—P(T2r, W c s) — 
-P(X cs Y cs—P(reXcsráeY cs) — 6(s5)7—(6(s)— B (r))3; 
Deriválva r és s szerint: 
Ífr,w(r,5) ——29(r)e(5) Tr S s. 
Legyen X és Y a két esemény indikátora, azaz X — 14,Y — Ip , akkor 
EX — P(A) EY — P(B) és cx — V/P(A)((1—P(4A)),oY — 
vVP(B)(1— P(B)) és cov(X,Y) — P(AB) —P(A)P(B). 


A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlőtlenségből: 
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lceov(X,Y)I £ ax - GY, ami most 


IP(AB) —P(4)P(B)I S VPTAJTT—PTAJ))-VPTB)JT1—PTBJ)) £ 1. 


III.111 X--Y € N (360, /I00 7225) P(X4Y c K) — 6 ( 786 -gge ) sz Ő 90 —s 
K—860 — 234 5 K s 402, 185. 








7325 
1 
III.112 fx(r) — 1/1623y— ay? ay 7 14-30 —st] — 1; 
-1 
a 


3 1 
pa fetvonéás at [dette éa] 


ál. 
A vetületi eloszlások egyaránt U (—1, 1) eloszlások! X,Y nem függetlenek, 
mivel fx(x) : fv(y) A fx,y(z, y). 


IIT.113 EZ; — EX EY — - a függetlenség miatt; ör. - EX -TtEY —-1. 


EZ? — E(xy) - EXÖRY? (gt 1)? — 
927 — - — zo avatni 45 isk 
Z.Z2 — xy ész ée EZ1Z7. — EX2.EY HEX "EF" sz, 
cov(Z1,22)—3—517— 5. 


sebe b 1 
n-( E Jon §]). 
kae Tt 6 1 
III.114 P(Y-k]X-n)— (ép t P(X —n) — 2je3; 
P(Y-Hj-5z Me pa-kae7A, 


nk 


ant 


II 115 felm s f2dy — —2—- 27 ze (0,1), fyv(y) — J 2dz — — 2y,y € (0,1) 
fx(z) : F8 (y) A f(z,y) S: nem feleselt 







III.116 
SS TTETET ETT 
a há lába áá lás 10 há 
a. 0 IB] [6 Jó Jó gi  ] 
 Y perem [sg salsa laal am] as! 
EX — 3EY — 55. EX? — 586.5BY9— 55. 0X — 5 — s — 86 9Y - 
a — (8p)? — má; 


EXY — 33, cov(X,Y) — 3 — 48) — 38, RCX,Y) — — do 50, 439. 


TELL ÉLT 


IIT.L18 


III.119 


III.120 


TIT.T21 


III.122 


11 
sms Flt (22? 4 ny 4 2y?) drdy — 55, 


fz(2)— J f(3(z— u), u) du — 
miní1,zk á 
s: 048 (0,5(z— u))" 4 0,5(z — u) u - 2u2du, z € (0,3) . 
max(0,2—2) 


Geometriai megfontolásokból ki kell számolni az egységnégyzet y— 1—22 
egyenese és az egységkör közé eső területét: 
p—-7—320,535. 


A keresett valószínűség az r — 1, az y — 0 és az y— —izr egyenesek által 
5) y y 5 gy 


határolt DöPOmSZÖS valószínűsége: 


0 
! zlme fé Fil 1 6y?dydz — fő [249] a ász fő dd — z3g: 


—ág 


EC rt terei ETET E LETETT 









BX sz EF St EZ) [3-3-4-4-5-46-4- 7] 4- sz — 53; 
cov(X,Y) — —5S3 sz —0,833 
no! 
BZ— / /208-[2-42y-2y?]azay— 
00 
1 4 1 
aa f I5az rgyaJazav—0,8/ [E 4 B vat] av 
0 0 [4 
í 1 
- 0.8 / (áz ty)Jdv— 08 [ny §], — 00 — a várhatóérték nem 
0 
létezik! 


Jelölje Z; a piros húzásának karakterisztikus változóját az i-edik húzásnál. 
2;-k teljesen függetlenek és azonos jelét 


3; X — $zY- 32. 


szi 
EX — EY — 30. EZ —7,5, 92Xx — ogy — 30. 027 7-8 


co (X,F) (Sz Szja Pa) - 


ezi szi én S 


P(Z;—-1)—1,P(Z;— 0) — 


z 5,625. 
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ITT. 123 


III.124 


TIT.125 


III.126 





30 
sm 4 ez e 1 esz; c 34. RG YE 


17-21 


mölkleg 
ez zji 
II 
kővi temai 


02(X.Y) — E(X2Y2) — (E (xy)?) — EX2 . EY? — (EX) (EY)? . 
EX—0,24-0, 641 57-23, EY —14-Üü 75 — 1, 75. 

EX? —0,2-4-1,2--4,5—5,9, EY2— 21 2,25 — 4, 25. 

02(X.Y) —4,25.5,9— 5, 29 . 30625 a 8, 87. 


Jelölje X1, X2, X3 a pontok abcisszáit, X1, .X2, Xz3 € U (0, 1) teljesen füg- 
getlenek. Jelölje Y a középső pont abcisszáját: Y — .X3, ahol Xf — 
min (X1. X2. X3h ezés - max í1X1, X2, X3h XI És X5 2 X3 - 

Fy(t) — P(Y ct) — P(mindhárom c t)-- 

P (kettő ct, a legnagyobb 2 t) — (F (t)) 4 3(F(£))" (1 — F (t)) — 
B(FÁÁ)] —a(FÍ) c$ ő —9j zt EM. ábAlL Fe: tETMÜ 


Az alábbi táblázatban az oszlopok tetején szerepelnek az X lehetséges 
értékei, a sorok elején pedig az Y értékkészletének megfelelő számok áll- 
nak. Az (i,j) koordinátáknak megfelelő cellában a P(X — i,Y — j) 
valószínűségek találhatók. 


NSZ KT EN EN IZE 



























HAEEKR - 
ELET Ú ! ű 
ELÜL V z 
ETNERIN 5 
E GE NN ú 
Alái 9 38 
ET TE F 
12 EHE EK NI 
TX peremeloszsa TETETáIT tt 1 





Például a táblázat nyolcadik sorának és második oszlopának kereszte- 
zödésében azért áll Erek mert a 36 dobási lehetőségből csak kettő felel 
meg az X — 1,Y — 8 feltételeknek:, a (6,2) és a (2,6). Az Y eloszlá- 
sát a sorokban álló valószínűségek összeadásával, az X eloszlását pedig 
az oszlopokban álló valószínűségek összeadásával kapjuk meg. Látható 
az is, hogy X nem független Y-tól, hiszen pl.P(X-—-—2Y-2)—07- 
P(Xr 2): PíY 2 e gőz: 


Mivel az együttes eloszlás elemeinek összege 1, így 60p — 1, azaz p — 5: 
X és Y függetlenek és minden lehetséges értékpárnál teljesül a függetlenség 
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ITT. 127 


III.128 


ITI.129 


III.130 


ETL131 


LIL. 182 


feltétele, pl. P(X——1)— £,P(Y ——1)— jdjésP(X ——1,Y — —1) ari 
stb. 


Ha a kockával 1, 2, 3-t dobunk, P(X —4,Y — 2) — 0 nyilván, mert négy- 
nél kevesebb lapból nem lehet négy figurást kihúzni. Ha a kockával 4-et 
dobunk akkor a keresett esemény : ,2 király és 2 figurás nem király" . 


pi —- P(X—4Y —2] ,4-et dobunk a kockával?) — 190452. Ha a kockán 

ötöst kapunk, az esemény: ,2 király és 2 figurás nem király és 1 egyéb". 
4 20 

—-— P(X—4Y —2] ,ötöt dobtunk a kockával") — EI. Végül, 


ax a dobás hatos volt, a keresett esemény: ,2 király, 2 figurás nem király 
és 2 egyéb". pzs — P(X—4,Y —2] , hatott dobtunk a kockával") — 


086 

(1) 
A teljes valószínűség tételéből: P(X —4,Y — 2) — § (1-4 pa 4 pz) . 
fx(x) — J 2e-372-Y dy — 2e7?7 al e ide 2e TT gs 


Jt z 1 Sara Vie 26 4 Te tegfseé yy 50. 
Mivel fi, y) — fx(x) : fv(y), Üey X és Y függetlenek! 


1 1 
fx(z) — f0,8(r 1 xy 4 y) dy — 0.8 [0-2 ő], — 122404 , 


Ífv(y) — 1,2y 7 0, 4 teljesen hasonlóan. Látható, hogy nem függetlenek, 
mert fg, ÜZ y) A fx(a2fy(Wy) . 


fx(z) — §.x € [1,9] fe(y) —de y 50. 
a.) Függetlenek! 
b.) EX3HEY—5143,07Xro?y— 5571 


-4 


7 00 
c) PCOOSXcTY21)— ff je "dydr — fs. 
11 





l , haz20,5 
x1- ( 0 , hag cŐ,5 
Xs 5 : , mare YABY C;25 532 0, § a XI, .X2 indikátor 
változó, 0,5 paraméterrel... 
P(XA1-1 5-0 -P(0 rő cz ci) z0 35 
P(X:—1,X250—P(0,5€z c 0,75) —0,25 
P(X15-0 X551)—P(0 95Amz 0.5) E R.25 
P(X1—-0,X2—-0)— P(0— z c 0,25) — 0,25 5 az adatokból leolvas- 
ható, hogy függetlenek! 








P(X—0,Y —0) — 64 — zt] "P(X—-0Y—-1)— 2 — rész, 


s sad ha Ez BT § ís 2 — létr 


Sb 
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TET 1358 


III.134 


III.135 


III.136 


IIL.137 


IIT.138 


1II.139 








P(X-1,yY —1)— e 2- P(X-1Y —2) — ő szizás, 


han ! 








P(r-zrama ih ékppra, vY-)-t - 
P(x s 2. Y-2)—0. 


a 
u 
erő 








Br-1. 187 tegye jatt IST — 8 , EX — 1: ist F2 TÖAT — 37 
ÉV — 1 Is31 — 3 57 cov(AX, 7] — —- 0, de nem függetlenek! 
a.) fx(z) — Bi e(z)e(y)dy -k J 2. dy — 9(r), hasonlóan: 


fv. (u) — ely) -4 JEL E N (0, 19 ; 
b.) Nem kétdimenziós normális eloszlás, mert más a sűrűségfüggvénye. 


p(z)e(y) kellene. 
A. 10 km-t 2 . idő alatt teljesítik. A konvolúciós sűrüségfüggvény: 


fzzvlá) z [AE "éger megk — AD (erat e dBA], ez 
[0] 





P(AY e) — f fxgyDdt— 42 [/ (1— e708) 4. ey (e08a 1]. 


l, Ba X sz 1, ha X 2 ú vagy a EX: 
Xi — a , X2 — 5.A 

0, ha0OSX cz 0, hai eX ző vagy : "e. 
Együttes eloszlásukat az alábbi táblázat LELT AZZÁE 





ahonnan már leolvasható, a függetlenség ténye. 


A függetlenség miatt: 
3 A 
E(3x) BY -E(dz) — 3: [7i2dz— 3 :1n2. 


X — Y-T Y2,Y,Y2 € G (0, 5) függetlenek, tehát EX— EY; 3 EY. — 
2--2— 4. 52X — o?yY) 3 o?Y. — 2732 — 4. 


k—1 
P(X-k)-P(Y1tr1Y—k)— 3 P(Y1—ÜÖP(3 —k—1) — 
szt 
k—1 
—0,5F 9 1—-(k—1)0,5F,k—2,3,4,... 
gt 


X,Y E N(10,1;0,1)5 X—Y e N (0, 4/0,02) 
P(IX—Y]202]51—P(jJX—Y]I 20 23 P(-ü2éX—-Y z6ő 


—26(73)—L 


PV 232) -1—PÍIÍV3m-1-P(Xza Yom s1-PIX szaj: 
08 sötet ÉSA gek a (1 — Fy(2)). 
P(W 28) P(Xcany ca)-— P(íX cx) PIY er) - Fxzin) Pyíz) 
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III.140 Általában nem. Egy ellenpélda: legyenek A, B, C olyan teljes eseményrend- 
szer, ahol P(A) — P(B)—P(C) — 5. 


0, haweE A 0, haw EA 
X — 1, hhwEeE B ésY — 1, hhweC 
2, hhaweC 2, hawe B 


Ekkor PTK cb) s. PíiX si) sPlia cd séta PÍTr süjePÍr 1 


—-P(Y — 2) — 5, azaz X és Y azonos eloszlásúak. 





1, hawec A 
Viszont Z — Ép — —8, hawe B , és 
—1, haweC 


EZ—-1- 57 (—3) :34(—1)3——5 A 0, vagyis Ez3y — Esz — —5. 


III.141 Egyrészt, a függetlenség miatt cov(X, X 1Y) — cov(X, X) 3 cov(X,Y) — 
9X , másrészt 02(X-3-Y) —02Xx 1 6?Y —252X . 


z —.  cov(X, X-IY) s. 4 VEN 
Így RCX,X4.Y) — SXGOKIY) — váskex E: 


III.142 Legyeng— 1 — p. 
Rxa4v — (0,1,2]) , az összeg értékkészlete. 
P(IX4Y SS PI EGY ce c RÍX OJ RPÍT 8 íg 
P(iX4YE1zPíX-0Y -Ú4P(X 1 Y—0)—2Hg 
P(X pY SZEPT ELY ci ep 
Rix-vi — (0, 1), az abszolút különbség értékkészlete. 
P(JX -YjegjepPik csn y sm3Pix err ejemstiá 
P(IX—-YIE1  ePBí(X-c0oyY a c1j 4 P(X—-1Y—-D-e2HŐ 
EIlX —YI] — 2pg, E(X71-Y) — 2p 
E((X3Y):-IX—- YI) — 4p7a 


2 2 § 
III.143 EY — f sin z - 0, 5da — 9582 EZ — f cosz:0,5dx — 5in2, 
0 0 


2 
EYZ — E (sin X cos X) — 0,5Esin2X — 0,5 f sin 2x - 0, 5 de — —958 , 
0 


cov(Y, 2) — Sgst — 9952 552 s 0,216 — nem függetlenek! 


(Megjegyzés: P(Y? 4- zi Ífy— 1. ). 

III.144 Jelölje R és a a polár, X,Y pedig a Descartes-i koordinátákat. Ekkor 
R? — X? 3Y?, és a — arctg£. R és a együttes eloszlásfüggvénye: 
P ( R? zt ace u) s P ÉS -k YI EY ze Xtanu) . Az origón átmenő 
tg u meredekségű egyenes mindig felezi az origó középpontú, t sugarú kör 
területét, igy P(E" cz Pf azujzszíPl§ 26) z PlaáémPim c 8) 
a függetlenek. 
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A IV. fejezet feladatainak megoldásai 


IV.1 Jelölje n az ismeretlen minta elemszámát, X, a mintában a pártot válasz- 
tók gyakorisága. Nyilván Xn, € B(n,p) . A Moivre-Laplace-tétel szerint 
ekköz Fat. re W (01. 


Vnapi-p) 
P ( JE. ha ue) zs 28 (u) — 1, azaz 
P (122 — pl 2 ug) zs 28 (ue) — 1 — 0, 99. 
Mivel V/P(1—p) cz 3. Így u e 2 7. és 
p ( 122 — c u ÉG) s P (áz — pl] c 27) 


8 (ue) — 0,995 — u — 2,58— 5577 S 0,01 — n 2 16641. 





— 0, 99; 


IV.2 A Csebisev-egyenlőtlenségből: P (IXn— ml] c 0,01) 21—-Ső 
a1—- Sör z 0, 95 —s n 350000. 
A centrális határeloszlás-tételből: 





P (IXn— mi £ ue73-) 528 (u) —1—0,95 — uz — 1,96. 
ar E Vnasn 2 960400. 

IV.3 Ha n-szer játszik, és X-szer nyer, akkor X € B (n n, 33): 
P(X—-0 —-(3) S P(Xx21—1-—(8) 20996 


§3 Bé 287, 8177 n 
A. játékosnak legalább 288-szor kell játszania! 


IV.4 X. €N (o, 7) , a. kibastlag. 
P (Xn €0,1) —26(/n0,1)— 1 2 0, 9999; 
6 (/n0, 1) 3 0,99995 —. /n0,1 2 3,9— n 2 1521. 
IV.5 A fejek száma X € B (1000, p) . 
1 


099 EPIX 21) 1 — JE; hee (1 — gy 1000—i I 
1-0 
X — . X—1000p sz TÖLTŐ. 


4/ 1000p(1—p) 


—P( fs — 27-1000 ) 5 1-( —27-1000p 
P(X2n)—P(X 2 tn) Í 5 ( sziege— ) 2 0.99. 


— A—1000B gy /Aaööpű —b) sa 
Ácsopa s] "7 2,34— 1000p 1 2,34/1000p (1 — p) an. 


Pl. Hm 3-nél: ne 537. 


IV.6 A centrális határeloszlás-tétel miatt: 
ESEZSZ Reg 


mem éger jé - XitXzbert4i2-ösN(W0 1. 
Lineáris transzformációval: 2(X1-- X2 --:--k X12)—7 s N(5,2). 
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IV.7 a.) Az U (0, 1) egyenletes eloszlású változó várható értéke 0, 5, és szórása 
vV1/12. Ha Szo jelöli az 50 darab független verzió összegét, akkor a cent- 
rális határeloszlás tétel szerint 


S50 — 50-i ez ős Sffozl 
P (Szo £ 30) —P tm Ésa, az 99— 28 sz P mez fr et 
1 /25 a 
v50 - FEJ Tz v 30 : Tö 


— 6 (2, 45) A 0.9929. 


b.) Ebben az esetben az X valószínűségi változó várható értéke és második 
HÓHSNÉTATB j 
EX — " Ellásán ark sz " zlkasi -5—0XxX—-43—-57- —-. 
A fenti számolás most így alakul: 
ső 550—50-§  30—333]) 550—50-5 e metált 

P(S5so 2 30) P vözá 7 P MINE ná 2 1 
B (2) a 0.0228. 

IV.8 Legalább 80 dobásra van szükség akkor és csak akkor, ha az első 79 dobás 
összege nem haladja meg a 300-at. A fenti várható értékkel és szórással: 


; S7— TIZ  300-79-Z 
P (S79 c 300 —-Pf 2 2 c 2 


8 Ti ] "70(1,55) 57, ú394, 
V79.-V 79-44 BE 


IV.9 Legyen X a pénzzel fejet dobunk esemény indikátor változója. Ekkor 
EX — 5 és oX — 3. Jelöljük 5-sel a fej-dobások összegét, ekkor 


P (4800 —£ § — 5200) — 


4800 —10000-2 — §—10000-3 — 5200 — 10000 . 1 


— P [ — ———— őz  — az — 2 Ig 
4/10000 . 3 4/10000 . § 4/10000 - 4 
ss P (2.8 z£ ez sz 283 ) sz 28 (2,83) — 1 A 0,9952. 


IV.10 Akkor és csak akkor van 525 óra után működő égőnk, ha a 100 égő 5109 
együttes élettartama nagyobb 525-nél. Mivel egy égő várható élettar- 
tama és szórása egyaránt 5 óra (exponenciális eloszlás esetén e kettő meg- 
egyezik), ennek valószínűsége: 


SZ 5100 —100-5 525—500 DB! S100—100.-5 1 kara 
P(S100 5 525) — P ( fi09—00-ő 525500) — P ( Sioztoő 5 3) En Hftsz 
$ (3) s 0, 3085. 
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IV.IÍT 


ITV.12 


ÍV.13 


IV.14 


IV.15 


ÍV.16 


IV..L7 





Minimális hibát követünk el, ha a legutolsó égő kiégése után is beszámí- 
i-dik égő üzemidejét a fenti E(£) eloszlással, és Y; az égő kicserélésének 
idejét, amely átlagosan negyedóráig tartson, szintén az exponenciális el- 
oszlás szerint, az égő üzemidejétől függetlenül. Akkor 100 darab független 
Z; — X; 71 Y; valószínűségi változó összegével kell számolnunk. Bármelyik 
ilyen változóra 

EZ; — E(X; 3 Y) — E(X;) 14 E(Y;) — 514 0,25 — 5,25 

aZ — Vox; o?Y; — 4425 4 7; — vV25,0625 az 5, 00624. 

Az összes égő kiégett, ha a Z;-k S100 összege kisebb 550-nél, melynek 
valószínűsége 


S100—525 . 550—525) a A 
P ( 50,0624 S ég) z $ (0,5) A 0.6915. 








P (Iran —B] €€) 2 1— 7-6. Most n — 1000, rn — 0, 012,p — 0,01 —- E — 


1nE7" 
ne BE 


0, 002 — a keresett valószínűség: 1 — ge — § Az 0,875. 





vnpg 
— P (ra cp 42 /pg) — 0955 pr hő /pa c 0,01-- tZö3 c 


30 — S c vVn — 6642, 25 c n. 


nra € B (n,p) — "IAZZR? e N (01) SP ( "EszER £ 1,63) — tj, 98 





X az eladott jegyek száma, X € B (500, 06) — X — Erzrrű r N(0, 1). 

P (x 2 18) A HŰ 3) 0 9 —s 

P (X c 3004 V1201,3) — P(X c 314, 2) — 0,9.Tehát 7 busz elég lesz. 
1000 

a.) Legyen 51000 — ba XX EX; e s ax ZT 

A centrális bakárölezalák tételből kapjuk, hogy 


új ( §1000—500 510 — 500 


EE s és ze] es ÖÍL ÜSS EZ Ü BA, 
41000 : 73 9, 129 ) ( ) 


S.) 
j 


1000 
b.) Legyen most S1000 — 3 X2. ExX?— 3343 —3 EXf— fox 
í-1 


2 A centrális határeloszlás tételből most azt kapjuk, hogy 


S — 1990 — 32. 33,33 


z ——— — ] sz 6(—0,1994) — 1—8 (0, 1994) Az 0, 421. 
V1000 . —7 6, 67 ) ; ? ( ) 


P (Irn — pl c 0,05) 2 1— zzdösz 2 09 n 2 1000. 


P(48—X c 80) — P(JX—64] c16) — 1— P(]JX—64] 2 16) — 1 — 
P(X-EXIEteXjri-ireÜ TE 
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ÍV.18 Jelölje X a kiválasztott 1000 ember között a balkezesek számát, X E 
B (1000, 0,13) . A Moivre-Laplace-tételből: 


X-Í30 — 120— 1304 
130-0,87 " — 10,635 


Az 1— 6 (—0,940) — 6 (0,940) sz 0, 8264. 


P(X 5 120) 


IV.19 A Csebisev-egyenlőtlenséggel. 
P(lF- 9] 2002 51— százas üg SBÜZ n. 


IV.20 Jelölje egy zsák súlyát X; € N(50,3), amik teljesen függetlenek. Az 


összsúlyuk Szo — 5 X; most pontosan normális eloszlást fog követni, 
í—1 

mert normálisok se zTÜGIHÍS is normális. 

Sso € N (2500, V50 - 5) , ezért P (Ssro — 2450) — 6 (2500—2450 ) — 6 (10) sz 

0. Tehát Eyaködatióz nem fordulhat elő, hogy az összsúly 1 zsákkal keve- 

sebb legyen. (Az inkább valószínű, hogy 1 zsákot ,elszocializáltak? ...) 





ÍIV.21 Legyen X; egy kockadobás eredménye, S1000 a dobott értékek összege. 
Ekkor EX; — 3,5 és 0.X; — 4/ 55. A centrális határeloszlás tételből: 


EJ 6 
P (34800 £ So c 35200) — Pp. [ —1, 17 z £900 — 10000 - 3, 5 zi d? 


v 10000 - 


ss 26(1,179— 1 a 0, 758. 


IV.22 A centrális határeloszlás tétellel becsülve: P ( zen hú e) 28 (E) — 


1— Ez zzz 2 0,025 —- 25 (0,025) —1 a kerögett valószínűség. 
IV.23 Jelöljük X-el a találatok számát! A lövéssorozat felfogható egy n — 
200 hosszúságú Bernoulli kísérletsorozatnak, ahol a megfigyelt esemény 
a célpont eltalálása. Ezért binomiális eloszlású n — 200 és p : 04 
paraméterekkel. Így EX — np — 200 - 0, 4 — 80, 92X — npa — 200 - 0, 4 . 
0, 6 — 48. A Csebisev-egyenlőtlenséget alkalmazzuk erre az esetre c — vV10 
választással: P (IX — EXI5 v10gX) — P(IX—80]5 v480) £ 0,1, 
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IV.24 


IV.25 


IV.26 


IV.27 
IV.28 


IV.29 


IV.30 





ahonnan 


P (ix — 80] 2 480) sz P (80 — 4/1480 £X £80- 480) sz 
 :P(58- X s 102120 9 
adódik, azaz a lövések 58 és 101 közé fognak esni legalább 9099-os valószí- 


nűséggel. 


X most a selejtes termékek számát jelölje a mintában! Ekkor a selejt- 
arány a mintában — lesz. . Nyilván X € B(100000,p), ahol a p is- 
meretlen. EX — np — 107p, s 07X — npg — 107 . pg . A Csebisev- 
egyenlőséget most cz — 1000-el alkalmazzuk: P (IX — 109p] es 1000) - 
P (1235 —p] £0,01) 2 1— 105 os 2 fd s 0,975. A levezetésben felhasznál- 


tuk, hogy pg —p—p? c 0, 25. 
Legyen X € B(500,0,5)! Ekkor a kiszámítandó A összeget felírhatjuk: 
A — 2999 5 P(X — k) alakban. A Moivre-Laplace-tétel szerint: 

Em "P(x — k) z 8(x) — 8(y) . Most úgy kell £-et és y-t megválasz- 


ga 250 eg 





7125 
tani, hogy 220 — 250 - v125y és 261 — 250 -- V1252 legyen. Tehát 


y — —2,683281573 és z — 0,9838699100999, amivel 275994 — 0,8328, 
azaz A Az 2, 726079698256e 3- 150. A függvény értékeit a standard nor- 
mális eloszlás táblázatából olvastuk ki. 

Megjegyzés: Az előbbi összeg kiszámítása még számítógépre írt program 
segítségével sem triviális a binomiális együtthatókban szereplő nagy fak- 
toriálisok miatt. 


Jelölje X a csavarok számát! Ekkor a egemesegág ajá e gáganaks ges 
P (4900 — X £ 5100) — P(]X — 5000] £ 100) 2 1 — TE 3 0,96. 





A. Markov-egyenlőtlenségből: EX? — s2X —1,P (X s 5) S z 


A Markov-egyenlőtlenségből: EZ — EX? —4EX 7-4 — sz H4—4-2--4 — 5. 
P(Z 2 6) £ 5. 


X € B (20000, 0,4) ahol X a szavazatok száma. A Moivre-Laplace- 


tételből: X£ szei ss N (0,1). 


PÜX sz 800ő) - 1—Pí(X 26600) c 1-—P (e £ 0) ss 1-6 (0 a 
Tehát 507 az esély arra, hogy érvényes lesz a szavazás. 








[ója 


XK EB (1000, 3) a megjelentek X száma. Moivre-Laplace: evi (szú 


24051): 

b. s 199 100 7E—TOD V K—100 
P(X SK) - P(Zg e egg) s 9 (5) — 09 gp 
1365 K s 112, (Vga 
Tehát egy 113 fős terem elég lesz. 














a 
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IV.31 


ÍIV.32 


IV.33 


ÍIV.34 


IV.35 


ÍV.36 


ÍV.37 


X eloszlása: P(X ——1)—P(X—-—0)— 5, P(x — 2 — 5: 
EX—1—23—-59,0XxX—-4/1342—1,5. 


A centrális határeloszlás tételből, ha X; az í-edik húzás eredményét jelöli: 
192 


y X:—192.-3 


Veszi "ENI0i 
192 
P 002 $x 180) -P (gr sr c 3) - 


rszzgt 
— P(—2,598 SY c 1,732) sz 6 (1, 732) — 5 (—2, 598) — 6 (1, 732) -k 
$ (2, 598) — 1 — 0,9953 -- 0, 9582 — 1 — 0, 9535. 
Kb 952 a valószínűsége annak, hogy az összeg 90 és 180 közé essen. 


Jelölje X a szálszakadások számát! Ekkor a Moivre-Laplace-törvényből: 


P ( ásgágosoasz c 2) —P(X c199-24 4) z 6 (x). 

Másrészt $ (1, 65) — 0,95 , azaz z — 1,65-nél: P(X c 1,99-1,65 4-4) — 
P(X c 7, 28), vagyis a szálszakadások száma 8-nál kisebb lesz legalább 
959-os valószínűséggel. 


A Markov-egyenlőtlenségből: P(IXI 53) c £ISI 2.1. , amiből már 
3 3 V2T 


5 ú d a 
következik E Ej (—3 LL X s 3) ze 1 — CSBPT sz 
Jelölje X a működő gépek számát! Nyilván X € B(300,0,7). A Moivre— 
Laplace-tételből P(X c npi- a /npg) — P(X c 210-7-7,93. x) s (2). 
Mivel $ (3) s 0, 999 , így P(X ca 234) a 0,999 , vagyis az üzemelő gépek 
száma kevesebb mint 234 99,99-al. 
Hallgatók száma, X € B (100, 0,6) ,P(X c 604 104/0,242) s 6(x) — 
0,9 5 x —1,29 5 60 7 1040, 24 - 1, 29 a keresett teremkapacitás. 


100 
YX s 2. Xs BY za 50, ey az 25. A centrális határeloszlás tétel- 


i—1 
ből következik, hogy Y standardizáltja közel standard normális. Tehát 
S59V12 E N (0, 1) . 


Az U (0, Ú) eloszlás eloszlásfüggvénye és sűrűségfüggvénye: 


ja .:S0 hi Ü.z e azŰ 
Fatij s 7 Vén én , foz) — ( 0. , különben 
1 8520 


Az Xö , ax X; rendezett minta statisztika eloszlásfüggvénye és sűrű- 
ségfüggvénye: 
0 : £z0 
Fő(1) — P(XT c 2) —[Es(2)] — ( (3) ,Oczcú 
ij , ző 
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mas n.2— ,0czcY 





vő 0 , különben 

v szet 9 

TEYMBE tipts tőn b AP 
[A 

BELE c felt. 55—dz— Ji [ze daz — — d 
2x; — E(X;)? Gúg — manjinrnz őő 
Az XI S Esze X; rendezett minta statisztika eloszlásfüggvénye és sűrű- 

[ti n 
ségfüggvénye: 

0 a EÜ 
Ff(2)—P(XI €8)—1—[1—Fo(2) — 5 1—íS2) Ücréd 
1 a 0 2 
(9—n)7— 
fia) ( 0 , különben 

f. d-gyétzi 0 Ke" 0 
EX? s fen: SE dzs Zf[z:(8-x dzs —ak 5 (0 — 9) : 

0 0 9 
yt dy — ÉT 

[4 
gen 9—n) 2 

E(XI) — ? ön 72mtés ls — d ERT] 


92Xf -E(xXj)y —(Exry? — ang 


Ki kell számolni cov (Xf, X7)-et is! 


Ex: Xs end Pr om zad) -B [sin 284 EZ; Pu ssől Xi; cv) 
27 


n St 


-P ( max, 2 cv) - e[ min X; ZEF inet Xg we 


é—a tizző ETEEYeá Te 


- p ( , max xv) s. Plin ő Ag ez ut Ex sag Ő Ag 22 Új) E 
SZIL szet 


— [§5(2)" — [Es(y) — Fealxz] Ocracye9. 


2 Bszx sza (7 
Fozoxz le E — mel —1)-[Foly) — Fa? (3 (a)? 


n—2 
ÍIx: xs (ey) — nm: (n— 1) . SZD osagye, 
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s a. 44, Út zés MAR 97 
EXIT . xX7 - [ones 1) : ——gn aly sg 


úg. 33 b? 
(n-H1Df .(n- 2.) 


Ezután a, torzítatlanságok igazolása: 


ET-E(2-X.)—2-E(X.) 2.19 























n ) — — : —.y-9 
[ n jé--1 
nti 7HIA n 1 
e ESEL ES £ s] c sra gát Ne 
ln B( "vk 1) n- 1 És ü 22-i 9) ki 
n 
— BA ZKT JOE ESZ űl . 29 — 
E14 — E(X7 -- Xxf) saj őt 7 Jzü 
A szórásnégyzetek számítása: 
vm m 4 
eBze4-őkg,sd 326 T. 
n 3n 
2 2 2 
s2T - (5) 02xz (S) kesz ssszzságáá b mesa eg 
n n (n2)(n- 1) n:(n-4 2) 
2 2 
ön Téri zzÖzsze a  füti 
77 - (55) a (x xp) - (55 
ú eges B ék ii 2." 
. [72(X3) Fe (XT) — 2cov(Xf,.XZ)] — 


(n--2)(n—1) 
e e TA 4. a [02(XZ) 4 02 (XF) 3-2 cv (AT KA] sz 


zs 44 
E Tt zij: Jehát az erősorrend: 


a7 e ST o" 1z a s ai B 
ÍV.38 A minta eloszlásfüggvénye: 
Eg ez) Si — e7S7 g 5 0. 
Az Xf statisztika eloszlásfüggvénye: 


Ff(z)— P(XT 253) -1—[1- Fol] c1—erőé geg 
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Tehát, Xf ec E (3), amiből következik, hogy EXf — f — EI1—n-f — 
ú 


Mivel az átlagstatisztika a várhatóérték torzítatlan becslése, ezért E/2 — 


EX.) — 0. 
Tehát mindkét statisztika torzítatlan becslése 9-nak. A statisztikák szórás- 
négyzetei: 
92 
o2T, -n . e xi sm 7 zzz szt, 
szi 2 192 
01 —-oXan s e ga — . 
n n 


Tehát a 72 statisztika hatásosabb torzítatlan becslés. 


IV.39 A likelihood függvény: 


n 


áss —a ő 9 
Tilda, do, ta) e [[d-et —$49".e i-i 
A loglikelihood függvény: 


Ilia 22 as 6 0) snlas—ú : ba 


21 


öl n sz 
a a za zt 
Innen: § 
Ú EZ e 
tn 


Azaz a maximum likelihood becslés az átlagstatisztika reciproka 


EÜ zűsPfíá 4 en]. 
ai 


Viszont, exponenciális változók konvolúciója gamma eloszlást követ, azaz 


n 
3) X; € T (n, 0) , aminek sűrűségfüggvénye: 
í—1 


97 gszág. ádik 
990—-T-ni ! tg gs ü. 





E(]-r ks -n fzzégy és ettát- 
tás n7-71)! 
Xn ési fa) 
B ns ebigeD .d 
ett m—-á —1 


IV.40 


ÍIV.41 


Az integrál azért 1, mert éppen aT(n—1,9) sűrűségfüggvény az integ- 
randusz. A kapott kiléjezés n c oo esetén KR hoz tart, vagyis a maximum 
likelihood becslés tényleg aszimptotikusan kosztstlar. 


A likelihood függvény: 


é—iszssíti 


Nn 
Elfőrün sség ell[e", (ves 546 min mo. 9) ; 


7—1 


A loglikelihood függvény: 


TÜtd, HB ravez ízes) E MŰ — Dzs min Sz 2 ük 
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Amikor az l (x1, x2, ..., tn, 9) szélsőértékét keressük, akkor most feltételes 
szélsőérték feladatot kell megoldanunk, az argumentumra vonatkozó fel- 
tevés miatt. A min;—1,... n ti 2 Ú tartomány belsejében nincs szélsőérték, 


hiszen: 91 
lm ah aka 


A határon Lagrange multiplikátor módszerrel keressük a szélsőértéket: 


n 
A (isssz Sud A) —n-4—) a; — A ( aa 2-9) 


a :"n 
; — a) 


JA 
7 lgsásaáákátan 
JA 
ax (min, a) — 0. 
A megoldás 7 — . min x;és A — n. Vagyis most a maximum likelihood 


s ZESBRSÉ a 
statisztika: min X;— Xf. 


EELyss ezt 
A minta eloszlásfüggvénye: 
$ 
FE(t) — f eferzdz sise t tos. 

17 

Az Xf statisztika eloszlásfüggvénye és sűrűségfüggvénye: 
FT(£) 51—[1—74(D]" —1—ető-b fő, 
fi snett a gnú 

Az XI statisztika várható értéke: 


beás 00 
EXj — fe .n.-ertt—0 gt — er? frtezrtdt ss 
Ú Ú 
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oo 
— er? [—t-er"t], ber? . fjetdt — 
9 


n:úÚ ny n-Ú 1 —-nt e. 1. 
e ee Re": [Se — dd —. 
n n 
Innen már következik, hogy 
E7; — EXf —— —v, 
n 
azaz a becslés tényleg torzítatlan. Másrészt, 


aT4 7 eg 


és fm 
E(xXfy elé rm.evt9—Ddt — ető ( ntze-rtdt — 
d? 9 
oo 
— erV [—t7? Ni -lsi új H2.er?Y z ftetat ÉSE 
7 
sal E éj a x a. 20 3 
e lle HH—-ExXI 0 pF— mg 
n n 
Így 
a2T, — 02Xy; — E(Xry! —(Exry — 
20 2 20 1 1 
n n 7); 7 7 


A T) statisztika erősen konzisztens, tehát konzisztens is. 


aZ 2 
IVA n) HR cm em ön et eg egre Mt 
felhasználtuk a. Ivi 37-es feladatat számítását. ) 


A 273 és a 275 a Ú torzítatlan, erősen konzisztens becslései, a 2712 a hatá- 


sosabb. 
b.) Eh —9,ET2—£-(1434---4Fzh tt 2) 
ar —- E, o"T — Flrgrár "b gége tes ér ) 


IV.43 a.) A maximum likelihood statisztika számolása: 


DÜZa s áös es Ény 0) E [I A) . 97: . (1 — 73 aádállán 


i—1 


Liössíta ves us ÚJ yn(l 9: 22tm1— 9). (Nr) 
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n 
2.84 N-A— 3 8; 





ÖL MR: 2: SEN i—1 sz Ő 
09 0 1 ki 
n hn n 
2.2 —9- 9 z—d-n-N39.) z—0 
si d h 5 A 
s 
9- 


Tehát, a maximum likelihood statisztika: Ze. 
A becslés számítása a momentumok módszerével: 
fő En 
EX: E Ah eáág ett BA TT 


Tehát a momentumok módszerével ugyanazt a becslést kapjuk. 
b.) A maximum likelihood statisztika számolása: 


Nn 97: 

—g 
L(őisáoz zén) 5 ] ] wie. Hit 
a! 


ési 





t(ős tos esö)  mMő : ba — m]] z:! —n:ÚV 
eaz) szi 


n 
ot 47 5. 
bg un 55 Sí 

Tehát, a maximum likelihood statisztika az átlag: X.. 

A becslés számítása a momentumok módszerével: 





EX —-—Ús Xs X.a. 


A momentumok módszerével ugyanazt a statisztikát kaptuk. 
c.) A maximum likelihood statisztika számolása: 


Elvi; as ves 9) II ét —dj et a 
ti 


n 
I(ras€a sssőx,d) - ni —0) (s — a) kn -:-lnú, 
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a TRE n 
09  — 1—9 v 


1 
Ts 
t:t 
Tehát, a maximum likelihood statisztika az átlag reciproka: 
A becslés számítása a momentumok módszerével: 


mm 


1 sz 


n 


pa 


száz 
ig 


A momentumok módszerével ugyanazt a statisztikát kaptuk. 


d.) A maximum likelihood statisztika számolása: 


Tr l 
L (xi, x2, :... tn.) — II even, 


1 n 
Z SZEETB a I — -] EZRET 15 
(dasdaszzz égy 0) n-:hmÚ 9 2 71) 


í-1 


Tehát, a maximum likelihood statisztika az átlag: EG 
A becslés számítása a momentumok módszerével: 


EXI—d5sX,SOS5Ú Xn. 


A momentumok módszerével ugyanazt a statisztikát kaptuk. 


e.) A maximum likelihood statisztika számolása: 


(2.—9)? 
— E 


2-og 


LD (31.02 s ny) lg iz. és j ? 
0 


FÚ — 


b zt 


1 
l tés ,T MENET EZÉ b —n:h ———————;syr jei éls zs t—á 
kitől ) sz] 2.6 


n 


öl 1 E. 
oO 


sz 


Tehát, a maximum likelihood statisztika az átlag: Xn. 
A becslés számítása a momentumok módszerével: 


EX. —d5SX SO ÚSsKXwn. 
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9)? 


? 








A momentumok módszerével ugyanazt a statisztikát kaptuk. 
f.) A maximum likelihood statisztikák számolása: 


- 1 ast 
L(x1, 22, esszé; 1. Va) e SE.  —— E aaa ? 
[I VvV2T 8 42 


j 2 (ms — 91)? 
( (1, 2, ..., €n, 01, 92) —n-n( —— JEA 0, 


01 1 
ma "a" 2-0 EE Ú1 Sz 
0941 V3 FEnT va Eztet STB 
[9] ai n 1 sz : 2 2 16 8... aZ 
092 9" 93 2, (es 1) süssé gets 01) 8 
Jehát, a maximum likelihood statisztikák az átlag és az empirikus szórás: 


2 eze 
A. becslések számítása a momentumok módszerével: 


EX; — 91 s Xn vi BZ 
1 n 
BAT süt dies. tt 
1 2 Tr 1 k n 2 24 
n a n — 42 
2 (X.—01) kő (XX; — Xan) 
se. e sa 1 


n n 
A. momentumok módszerével ugyanazokat a statisztikákat kaptuk. 


43 — 52. 


IV.44 a.) A maximum likelihood módszerrel: 


L(r1.52, 2. ta, 0) (Ű 1) 5 


1—1 


n 
(ri, tt2,:...6n.0) — 1119 —(9 4 1) (Era) 3 
isi 


61) n s n 
9979-(Dsz)-0— ve — ő 


1-1 25 Iná; 
i—1 
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2 
Ez valóban maximum hely, mivel Éz —m—gg 0 


b.) A momentumok módszerével: 





EX. — (2.0 .a70Vdn— 9. (a79da— [79319 
3 § ú ) 
9 BESB Kon 
ú—1 la lö áaé PE 


Ezúttal a momentumok módszere más statisztikát szolgáltatott, mint a 
maximuma likelihood statisztika. 


IV.45 A likelihood függvény: 


Te 4 Tt n-ú 
91 : 42" YT" " 
2 1 2 
L($13 ossz ns 01; 02) s Í ] — zat sé SKÉNT: 
1—1 


(Va; 2 2 S min;—1,....n ti 2 02), a loglikelihood függvény: 


n 
T(tús tás szeg trs Vis 02) —- nlnÚd1 1 nÚ41 : In 42 — (01 -k T) 2 duzag 


11 


(va 202 SS. min MÜ; 92 ) 

Szlzszzrt 
Feltételes szélsőérték meghatározásáról van szó, a Lagrange-multiplikátor 
módszerrel hajtjuk ezt végre: 


A (miss, sign Ta 02, A) 7] (EL, 12; seg élgágy BEL Ú2)—A: ( min Ti -— 92) ts 


— nln 41 -- n41 - In 42 — (41 41)) Inz; — A - 5 min Ti — 95) B 
ak sk 


ks ENE e 


JA n sz 
——  — — In 492 — hsz 0 
99. g, rna 2 zs nm 5 
JA  n-Ú Met 
ös ú FA -O, 


O0A s 
XT (pina 7 92) dni 


Az egyenletrendszer megoldása adja a maximum likelihood becsléseket: 


dosz mán mami; 
g.2—s BREE c: 
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IV.47 








a.) Jelölje 9 a fonalak szakítószilárdságának várható értékét! A feltételek 
miatt T — £ E ak —8 . /12 standard normális eloszlást követ. Így 

P (ITT Sá tj üg] sz - 28 (0.05) —1-095 5 56 $ (uo 05) — szü 975 — uo os 

— 1, 66. Tehát P (820 ú vV12 z 196) — ség 


1,96 - 0,3 1,96 . 0,3 
—- P ( 3.25 — — — c 4 c 3,25 —- — — ] — 
( 4712 V12 ) 


—P(3,08 z 9 73.42) — 0,95. 
Tehát a 12 elemű mintából számolható 8599-os konfidencia intervallum 
[3.08, 3.42], az intervallum hossza: 0,34 (kp). 
b.) Ha a mintaelemszám n lenne, amiből az átlag Tmn — 3,25 kp lenne, 
akkor a 9596-os konfidencia intervallum hossza: 
2 UOo,05 " 90 EB 118 176 
vn 0 g/m 
vn s 5 .88—rA z 35. 


Azaz legalább 35 elemű minta kellene. o 
c.) Ha nem ismerjük a szórást, akkor a 1 — 2£12—ú :vV12 Student eloszlású, 
11 szabadságifokkal. 





2 02 


P (ITI — to,o5) — 0,95 


A Student (t-) eloszlás táblázatból kiolvasható, hogy to os — 2, 201. Ezzel 
9-ra, a [3.06, 3.44] konfidencia intervallum adódik, aminek hossza 0, 38 kp. 
d.) Ha az statisztikák n elemű mintából származtak volna, akkor a, konfi- 
dencia intervallum hossza: 


2 -toos" S12 1, 3206 
v/n 0 an 
s/n 2 6,653—n7 45. 


Azaz legalább 45 elemű minta kellene. 





2 05 2 


a.) Az /1/ beállítás mellett helytelen döntés esetén a /2/-es beállítás a 
helytálló, tehát X; € N (10.25, 1) és X25 € N (10.25, 8 ) . Mégis az történt, 
hogy teljesült az Xos c 10.1 reláció, hiszen /1/ mellett döntöttünk. Ennek 
valószínűsége: 

10, 25 


P(Cs c 101) ő ÉG cen 


TT )—-8(-079—1—5 (0.75) 


— 0,2266. Tehát az /1/ melletti hibás döntés valószínűsége: 0, 2266. 
Az /1/ igazsága esetén X; e N (10,1) és X25 €N (10, 5) a 

Így 

10,1 — 


P(x 2101) -1—P(Xss ció ij) — 1-6 ( sz B) —-1—6Í0,5) 
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IV.49 


— 0, 3085. Ez adja a /2/ beállítás melletti hibás döntés valószínűségét. 
b.) Egy általános n elemű mintával számolva: Xn E N ( 10, 3) 


PíXa 2 101) 51—ÉE(X, € 10 1) c1— 8101 - 4n) €0 ÜL, 


0,99 c $(0,1- V/n) . 


Mivel $ (2, 34) — 0,9904, így 0,1-V/n2 2.346 n7 548. 
Tehát legalább 548 megfigyelés kellene. 
c.) Ha n — 548, akkor X548 € N (10.25, 5357) : 


ez 10,1— 10,2 
PCs z 10 11-68 (SS) — 6(—3,5115) — 


23.41 





— 1 — 6 (3,5115) sz 0, 0003. 


d.) Milyen nagyságú K legyen a lüszöb? X109 e€ N (10.25, 15) 5 


K —10,25 


—? : 62 sz 
Ket ETC et) 5 ( Hi 


) £ 0, 02. 


0,98 x 6 (2,06) Ca 6 (10 - (10,25 — K)) 


Tehát 0, 206 — 10,25— K —-  K — 10,044. Ha a vágási határ K — 10, 044 
lenne, teljesülne a hibás döntésre tett 0,02-es korlátozási feltétel. 


Mivel ismerjük a minta szórását, egymintás u-próbával dönthetünk a. null- 
hipotézisről. Az átlagra: 716 — 1197, 875 adódik. Ha igaz a nullhipotézis, 
az átlagstatisztika eloszlása: 


Xs — 1300 


N ; 


X16EN (1200, a) —siT — 
Döntsünk z — 0,053 szignifikancia szinten a nullhipotézisről. A kritikus 


értéket a 
28 (uo 05) —1— 0,95 — £(woo5) — 0,975 


Összefüggésből számoljuk: uoos1l,96. A 7 próbastatisztika számított ér- 


téke: 
T- 1197, 875 — 1200 


Ni 0,75 
Mivel abszolút értékben ez nagyobb a kritikus értéknél, ezen a szignifikan- 


cia szinten elvetjük a nullhipotézist, vagyis a szalagok hossza jelentősen 
eltér a beállítási értéktől, újra kell kalibrálni a vágógépet. 


— —2, 83. 


Nem ismert a minta szórása, ezért egymintás t-próbával dönthetünk a 
nullhipotézisről. 


T10 — 994, s1ő — 64.8, síg — 8.055 
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ÍV.50 


A ks? 








A próbastatisztika számított értéke: 


994 — 1000 
T — —————— az —2,356 
8.055 vs 
Az € — 0,05 kritikus értékhez és f — 9 szabadsági fokhoz tartozó kritikus 


érték a Student-eloszlás táblázatából: 
to,os — 2, 262. 


Mivel a számított érték abszolút értéke nagyobb a kritikus értéknél, ezért 
nem fogadjuk el a nullhipotézist, azaz a gyártott termékek hosszai szig- 
nifikánsan eltérnek a hipotetikus értéktől. (Állítani kell a gyártósoron, 
mert nem az előírt méretű termékeket termelnek.) 


Kétmintás u-próbával dönthetünk arról a nullhipotézisről, hogy a minták 
várható értékei nem különböznek jelentősen. A próbastatisztika számított 


értéke most: 
Tni— Úna a 13 657 st T1 6 


[5 sz 0, 696. 
ÜZ az gő Sz ső 480 
2 
Ha az c — 0,05 szignifikancia szinten döntünk, akkor a kritikus érték 


uoos — 1,65 lesz. Látható, hogy a számított érték abszolút értéke en- 
nél lényegesen kisebb, azaz a nullhipotézis elfogadható, vagyis a két tétel 
fonalsúlyainak különbsége nem szignifikánsan tér el egymástól. 


Ezúttal kétmintás t-próbát kell végrehajtanunk, hiszen a testsúlymérés 
pontosságát, azaz a minták szórásait nem ismerjük. Azonban, hogy a 
próbát alkalmazhassuk, előbb el kell végeznünk az F-próbát annak el- 
lenőrzésére, hogy a minták azonos szórásúak-e. A mintákból az alábbi 
statisztikákat kapjuk: 


ni - 108: — 12/Úx, 55, En, — 63, 5 — 51, 1111, 35 s 36. 


Az F-statisztika számított értéke: 


36 
PezTÉT ő 1, 15714. 


Az ez — 0, 05 szignifikancia-szinthez, az fi — 11, f2 — 9 szabadságifokokhoz 
tartozó kritikus érték az F táblázatból: 


Fi; — 5, 1ŐDA55, 


Mivel ennél a számított érték jóval kisebb, ezen a szinten a szórások 
között nem tapasztaltunk lényeges különbséget, azaz a kétmintás t-próba 
elvégezhető. A próbastatisztika számított értéke most: 


4 SE Tni ti Tns 1 m1:"Nn2 535 sz 63 hi e. DT. 
fuss ÉGER ni Tee a/2503-396 V 22 
fi1Tt-f2 
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IV.53 


Az e — 0, 05 szignifikancia-szinthez és az f — f1-4-fa — 20 szabadságifokhoz 
tartozó kritikus érték a Student-táblázatból: 


tirii E 25086. 


Mivel a számított érték abszolút értéke nagyobb ennél, ezért ezen a szin- 
ten nem fogadhatjuk el azt a nullhipotézist, hogy a kezelés nem ér el 
súlynövekedést az állatoknál. Magyarul, a kezelés bevezethető, mert az 
állatok súlya növekedik tőle. 


A kérdést egymintás t-próbával tudjuk eldönteni. Az adatokból számolt 
statisztikák: 


n — 10, 710 — 494, sí — 64, 89, sig — 8, 05536. 


A próbastatisztika számított értéke: 


494 — 500 
— "805536 7 710 — —2 355 


Az ec — 0,05 szignifikancia-szinthez és az f —9 szabadságifokhoz tartozó 
kritikus érték a Student-táblázatból: 


txrit — 2, 262. 


Ezen a, szignifikancia szinten nem fogadjuk el a nullhipotézist, a minta 
átlaga szignifikánsan eltér a beállítási értéktől. 


A megoldást független két-mintás t-próbával végezzük el. Először meg 
kell győződni a minták szórásnégyzeteinek egyezéséről F-próbával. A sta- 
tisztikák most: 


Tni — 1,245,7n, — 1,18, 577 — 0.2, 572 — 0.18 
A próbastatisztika számított értéke: 


x2 
3 0, 2 

F — —-—3 c ——  ss1 li 
sze 0, 18 





Az ez — 0, 05 szignifikancia szinthez, az fi — 13, fa — 14 szabadságfokokhoz 
tartozó kritikus érték az F-eloszlás táblázatából: Frrxx — 2.51. Mivel F € 
Fkrit, ezért a két minta varianciájára tett nullhipotézist elfogadjuk. 

A kétmintás t-póba statisztikájának számított értéke: 


TE Tni — Pn : aa sm a PögB gp 
v(mi — 1) - sz2 4 (no —1) : sz2 n14na 
Az c — 0,05 szignifikancia szinthez és az ni 3- na — 2 — 27 szabad- 


sági fokhoz tartozó kritikus értéket a Student-táblázatból olvashatjuk ki: 
tkrit — 2,052. Mivel ITT — txrit , a nullhipotézist elfogadhatjuk, azaz a két 
rovarra gyakorolt hatása a rovarírtószernek azonos. 
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IV.57 


Ebből a táblázatból számolható a próbastatisztika: 


lépi mél Hi 
ZSEB n: Di 


. (14—23,502)? (15 —20,9385)?  (18— 16, 7505)? 


23, 502 20, 9385 16, 7505 
15.—9. 084) 13 —4. 785)" 
45—9,024) — (13—4,785) 23, 68. 
9, 024 4, 785 


Az ec — 0,05 szignifikancia-szinthez és az f — 4 szabadságifokhoz tartozó 
kritikus érték a x3-táblázatból: 


Ckrit — 9, 488. 
Mivel a számított érték ennél jóval nagyobb, az a döntés hozható, hogy a 
minta nem illeszkedik a Po (8)-eloszláshoz! 


Az illeszkedés tesztjét Kolmogorov-Szmirnov-próbával fogjuk végrehaj- 
tani. Az adatokból az átlagra és szórásra kapott értékek: 


T100 — —1, 028, s1099 — 2, 789232. 
Ebből megadható a normális eloszlás hipotetikus eloszlásfüggvénye: 


x -- 1, 028 
F — esz 8 
ké) — ( 2, 789232 ) 


A minta rendezése, az empirikus eloszlásfüggvény számolása után kapjuk 
a próbastatisztika számított értékét: 


T — /n : sup IF (x) — F (x)I — 10 - 0,053772 — 0, 53772. 


A Kolmogorov-—Szmirnov-próba Kxeriz kritikus értékeit az alábbi táblázat 


tartalmazza: 

1—S 
Az ec — 0, 05 szignifikancia-szinthez tartozó kritikus érték: Crriz — 1,36. Ez 
alapján igazolni tudtuk az hőmérsékleti adatsornak a normális eloszláshoz 
való illeszkedését. 
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IV.55 


IV.56 


kébbléb kabe bee tás sg mes áie tea vén. 4—éb 42-44. öztánsztás b-t 





A nullhipotézisről párosított t-próbával döntünk. Ha X; jelöli az A gyógy- 
szerhez tartozó adatokat, Y; pedig a B gyógyszerre vonatkozó adatokat 
(i — 1, 2, ... 15), akkor a Z; — X; — Y; mintára kell az mo — 0 hipotetikus 
értékhez tartozó egymintás t-próbát elvégezniünk. Az adatokból számol- 
ható statisztikák: 


§ 2 6—— his 
Ti15 — 15,44,715 — 16, 36, 2z15 — —0, 92 
Sz15 — 3,76 


f — 14, a szabadságfok 


A próbastatisztika számított értéke: 


ése 255 ; 715 as —Ú, BÁR. 


ak 


SZ.15 





Az z — 0,05 szignifikancia szinthez és az f — 14 szabadsági fokhoz tartozó 
kritikus értéket a Student-táblázatból olvashatjuk ki: teriz — 2, 145. Mivel 
ITT — tkriz , a nullhipotézist elfogadhatjuk, azaz a két altatószer azonos 
hatásfokú. (Ezek alapján, ha felmerül, az olcsóbbat fogja támogatni a 
ll hé 5 


Tiszta illeszkedésvizsgálatot hajtunk végre x?-próbával. A csoportok szá- 
ma: r — 6. A hipotetikus eloszlás diszkrét egyenletes, ha a kocka tényleg 
szabályos: p; — 3.1 — 1,2,3,4,5,6. A próbastatisztika számítása: 


. (182—166,7)"  (154—166,7)" (162 — 166, 7)" 


8 166, 7 166, 7 166, 7 


(175—166,7)?  (151—166,7)?  (176— 166, 7)? 
166, 7 166, 7 166, 7 


Az ez — 0,05 szignifikancia-szinthez és az f — 5 szabadságifokhoz tartozó 
kritikus érték a x?-táblázatból: 


ss 4915. 


Ckrit — IT, 05. 
Mivel T ca cxriz teljesül, elfogadjuk, hogy a kocka szabályos. 


Tiszta illeszkedésvizsgálatot hajtunk végre a Po (8)-eloszláshoz x?-próbá- 
val. A táblázat alapján r — 5 kategóriát állapítunk meg összevonással. Az 
összevonásokat azért tesszük, hogy az egyes csoportokba eső mintaelem- 
számok meghaladhassák a. 10-et. 


összevont értékek  csoportgyakoriság  csoportvalószínűség Tf. pi 


0—6 14 0,31336 23, 502 
f—B 15 0, 27918 20,9385 
9.—10 18 0, 22334 16, 7505 
11— 12 15 0, 12032 9, 024 
13 — cö 13 0,0638 4, 7185 
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IV.58 A várható értéket és a szórást a mitából becsüljük, tehát becsléses illesz- 
kedésvizsgálatról lesz szó, a becsült paraméterek száma 2, amivel majd 
csökkenteni kell a szabadságifokot. m 7 T100 — —1,02,9 — sÍog — 1,67. 
A hipotetikus eloszlásfüggvény: 


x- 1,02 
Fo (a) s gp (EG) § 


A csoportok számát r — 8-ban megszabva, a csoportbaesés valószínűségeit 
az alábbi képlettel számoljuk: 


pi - Fo(C) — Fg(Cs—1)- 


i [a 6) Vi Di 
az intervallum a gyakoriság a valószínűség 

1 [—10, —4) 13 0,1466 
2 [—4, —3) 9 0,0966 
3 [—3, —2) 15 0,1243 
4 [—2, —1) 14 0,1458 
5 [—1, 0) 9 0,1453 
6 [0, 1) 16 0,1237 
7 ÜÉsz Ta 0,0948 
3 2.5) 12 0,1229 


A próbastatisztikát ezekből az adatokból számoljuk: 


Va pay" sz 7, 243. 
n: pi 


Az ez — 0,05 szignifikancia-szinthezésa f —r—1—2— 5 szabadsági 
fokhoz tartozó kritikus érték: cxkrzz — 11, 07. Ez alapján igazolni tudtuk az 
hőmérsékleti adatsornak a normális eloszláshoz való illeszkedését, hiszen 
E őz Gt 
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IV.59 A mintanagyságok most egyformák: ni — na. — 50. Az értékkészletet r — 4 


IV.60 


ÍIV.61 


csoportba osztva az adatok: 


i [Cs 1, C:) Ui MH; 
1 — [—-10-8) RO 001 
az 4a-ú 17 12 
a  [dag 15 10 
4 —— [41,5) 6 18 


Ebből a táblázatból számolható ki a próbastatisztika: 


(8-5), 
T1 Tt2 

-n As 8, 045. 

5 KT Ui Tr [di 

Az ez — 0,05 szignifikancia-szinthez és a f —r— 1 — 3 szabadsági fokhoz 
tartozó kritikus érték: cx. — 7, 81. Ez alapján elvetjük, hogy az adatsor 
első 50 évének eloszlása megegyezne a második 50 év eloszlásával, hiszen 
T 5 Cxrrit. (Ugy tűnik, 50 év alatt megváltozott Budapest mikroklímája...) 


A diszkrét eloszlások illeszkedésére vonatkozó x?-próbával dönthetünk a, 
kérdésről. Összesen n — 560 szem volt a zacskóban, az elméleti eloszlás, 
amihez az illeszkedést ellenőrizzük: 


pa — 0,35,pg — 0,25,pc —0,2.pp —0,1,pg —0,1 
A csoportok száma most r — 5. A próbastatisztika számított értéke: 


epe. 12864— 680 0, 35)? a, (145 — 560 - 0, 25)" — (100 — 560 .0,2) 
560 - 0, 35 560 : 0, 25 560 : 0, 2 
(68—560-0,1)? (63 — 560 -0,1)7— 

560-0,1 560-0,1 Ni 
144 — 25 144 144 169 


eza E ts s S eze zés a Aja. 
Ió6  1Mű "ii " 56 " 86 TEAZESHNZAB 


Az e€ — 0,1 szignifikancia-szinthez és az f—r— 1 — 4 szabadsági fokhoz 
tartizó kritikus érték: Ckriz — 7.779. Mivel T € cxrit, elfogadjuk, hogy a 
megvizsgált zacskó tartalma, megfelel a meghírdetett eloszlásnak. 


A kialakított csoportok száma: r — 3, 5 — 3. A próbastatisztikához ki kell 
számolni a peremösszegeket. 
Megfigyelt gyakoriságok (k;z,i — 1,...,r,j — l,..., 5): 


4l 34 9 
25 25 0 12 
6 
(2 82 








IV.62 


IV.63 








4 dsg SZ assz áőe 


ka: kj 
n 


Várt gyakoriságok (kf; — 


30.24 38.64 15.12] 84 
22.32 28.52  I1I6]1 ez 
19.44 24.34 9.72 





72 92 36 200 


A próbastatisztika ezekből az adatokból számolva: 


Tr a sz 
Hz v.ö zEeE salts sz 22.5230. 


szk gk 


Ha független a betegség foka a. kortól, azaz igaz a függetlenségre tett null- 
hipotézis, akkor T eloszlása f — (r — 1)(s— 1) — 4 szabadságfokú x?- 
eloszást kell követnie. Az cz — 0,01 szignifikancia-szinthez és az f — 4 
szabadsági fokhoz tartozó kritikus értéket a táblázatból olvashatjuk ki: 
ecxrrizt — 13.277. Látható, hogy még ezen az , enyhe" szignifikancia-szinten is 
T 5 cxrrit teljesül, azaz a betegség súlyossága összefügg a páciens korával. 


A kezdeti eloszlás és az abszolút eloszlások közötti kapcsolat alapján: 
( PCR zőj; Piái5ei) jel Pfiájcúj, PizjszÚ jet 


hi 1 ( zak 98 ) S P(X3— 1) — 0.756. 


Z "— 1000( 252 748 


a.) Az állapottér mindkét sorozat esetén S — (1,2,3,4.5, 64. Az 
(Xn.n72 0) és írm n72 0) második felírásából látható, hogy az n-edik 
pillanatbeli eloszlás csak az n — 1-edik pillanatbeli állapottól és az n-edik 
dobástól függ, az n — 2,n — 3,... időpontbeli állapotoktól viszont nem, 
tehát Markov-láncok. 

b.) Nyilvánvaló, hogy X. értékei az idő múlásával csak nőhetnek, tehát az 
i — i — k átmenetek lehetetlenek, 0 valószínűségűek. Az i — iz , átmenet" 
akkor lehetséges, ha a kockával í-nél nem nagyobbat dobunk az n-edik 
dobásnál, így az átmenetvalószínűség: d: Az i — i1-3-k átmenetek esetében 
egy eddig nem dobott új értéket kell dobnunk, aminek § a valószínűsége. 
Ezek alapján az 1X.,n 2 0) átmenetvalószínűség mátrixa: 


max 


90 ODO0OI 
OOO Owo 
oO O ORIFOIH-O]. 
OD ORIROI-OI OI 
ODO OO. 
FK OIHOHOI-OI-OI 


Hasonlóan, Fa, értékei az idő múlásával csak csökkenhetnek, tehát az z — 
1-1t-k átmenetek lehetetlenek, 0 valószínűségűek. Az zi — z , átmenet" akkor 
lehetséges, ha a kockával í-nél nem kisebbet dobunk az n-edik dobásnál, 


így az átmenetvalószínűség: 8— . Az i — zi — k átmenetek esetében egy 
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IV.64 


IV.65 


eddig nem dobott új értéket kell dobnunk, aminek E a valószínűsége. Ezek 
alapján az íY.,n 2 0) átmenetvalószínűség mátrixa: 


SZIL 


j 
OI-Ol-Ool-ol-olk A 
Ol-ol-olkol-olua oO 
OI-oAl-ol-wu OO 
0l-ol-nk OOO 
fel leave] [nül fla Mllem Ila) 
e a a DÓ 


c.) Az (Xn,.n 2 0) esetében azt várjuk, hogy előbb-utóbb eljutunk az i—6 
állapotba, és onnan soha nem lépünk ki. Ez a helyzet az első hatos dobás- 
nál fog bekövetkezni, ami 1 valószínűséggel véges sok lépésben bekövetke- 
zik, hiszen annak valószínűsége, hogy sohasem dobunk hatost: Jim (6) — 


0. Tehát, a stacionárius eloszlás: 
(8.0. 070 1) : 


Hasonlóan, előbb-utóbb fogunk 1-est dobni, ezért az íYA.n 2 0) Markov- 
lánc esetén a stacionárius eloszlás: 


(t0.0,00,0] : 


a.) X2 eloszlása 
Pp?) éa P9) 8 I KN PO) zi E A 


Éet: § 3. 
z Z 2 
a 8 
TW"enHűúslo 2 3 
2 4 4 
8 1 4 
a § § 
2 aszt 5 3 
Pánik d áj jű § $jelá ő 4) 
3 4 4 


b.) 
P(X2—1]Xo—2)—pő? 


Ez a II) ketlépéses átmenetvalószínűség mátrix (3, 2) komponensű eleme 


tekintettel arra, hogy 0-tól számoljuk az állapotokat: 2. 


Xn előállítható 
Xn7-Y1Tt:::"tHtYn-1i Tt Ín— Xn-it HM 


alakban, amiből látszik, hogy Xn, adott Xn-i1 mellett feltételesen független 
a korábbi X;-ktől, tehát Markov-lánc. Mivel X., n db független, 0-1 értékű 
indikátor valószínűségi változó összege, amiről tudjuk, hogy n-edrendű 
binomiális eloszlású, azaz Xn € B (n, 3) , mert P(Y; — 1) — 3. 
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IV.66 Jelölje Z azt a lépésszámot, ahányadikra a Markov-lánc a 0 állapotából 
átlép az 1-esbe. Az átmenetvalószínűség mátrixból kiolvasható, hogy 


P(Z —1) 
P(Z — 2) 
P(Z — 3) 
P(Z —k) 


azaz, Z € G (0,9) . 


Poi — 0, 9. 
Poo " Po1 — 0, 1 :0,9 
(poo)" : poi — (0, j9T "0,9 


(Doo)! . pora — (0,1)"7" - 0,9 


A 0 állapotban eltöltött idő Z — 1, azaz 
P(Z—-1—k)—P(Z-—k371 1) — (0,1)":0,9,k —0,1,2, ... 


Ennek várható értéke: 


E(Z—-1)—EZ—1-— 


IV.67 X3 eloszlása: 


PG) (0 1 29. ( 


IV.68 X1 eloszlása: 


szt ÚT Ba 51). ( 


Tehát 





i 4 di 
Tt § ga 
É.2 ad 
4 2 4 
ö § 3 
Í 8 J-a $ 1) 
1 f § 2 8 8 
4 A 4 
BO — Pt) . 1 — 
0,1 0,3 0,6 
0,2 04 04 1—(0,19 0,3 0,51). 
0,8 01 01 


P(X1—-1) — 0.19 P(X1 — 2) — 0.3. P(X1 — 3) — 0.51. 


IV.69 a.) Az átmenetvalószínűség mátrix: 


is 


90OOC DO 
OO DO OSI Fak 
oO OO ORIHOI-OIK 
2 ORIKO-OI-OI 
DAlJOIKOA HOT 
FF OI-OI-OI-OI FOI 


Bt 
0 
Ha 








ld. a IV. 63 feladat megoldását! 
E) 
P(X2 —4] Xo — 3) — p5i — Dp33 " D34 t D34 " D44 — 

kh b.d 7 

—2 663736 
ugyanis úgy kerülhet át a Markov-lánc a 3-as állapotból a 4-es állapotba 
két lépés alatt, hogy először helyben marad, majd átlép, vagy először átlép, 
majd helyben marad. 
c.) X2 eloszlása 


PE — PO . H — (íz nm) s 


PWV-(0 10 0 0 0).n-(0o 2 44 3 4) 
eőajó §h E: gjü-itáákú d B 


IV.7O A határeloszlás — amennyiben létezik — a P — P-II egyenlet megoldása. 
Négy állapotú a Markov-lánc, tehát négy valószínűséget keresünk (P — 
( Po Di P2 DPz3 )), amelyekre azon kívül, hogy megoldjáíka P—-— P-II 
egyenletet, teljesülnie kell még, hogy az összegük 1 (po 4 pi 4-p2 4-pz — 1), 
hiszen eloszlásról van szó. 
Megoldva az egyenletrendszert: 


T út ij 3 ki 
2 Po 3 Mm -— B 
1 úg 1 MEN 
3 Po 2 pa — Bi 
Ji 4 4 A e 
5. Pi 5 bas 7 h 


HO Sá a s 


Így a határeloszlás: P—( : 3 3 §). 


IV.71 Az egymás utáni napok időjárását egy kétállapotú Markov-lánc írja le a 
feladatban. Ha az , esik" felel meg a 0, és a , nem esik" az 1-es állapotnak, 
akkor a láncot leíró átmenetvalószínűség mátrix: 


ű 1-6 
4 E 3 
1-( 6 1-6) 
Azt az esetet leszámítva, amikora—1—8—1vagy 8—1—a—1alánc 


stabil, a stacionárius, vagy határeloszlást a P — P : II egyenlet megoldása. 
adja, azaz a 


(po m):(3 125) 7 (sm) 
Do Tt Pi 1 


il 
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LV 1 és 


IV.78 








egyenletrendszer megoldása: 
a: PpotB:Pi — po;po tp —-—15- 


— a: pot 8 : (1 — po) — po — 


8 


mmm -— —————, 
si 1—a€148 





Az eső valószínűsége tehát: 7 Tny: 


pij — 0, haj A4iz—1,i,it1 


hiszen egy golyócserével legfeljebb eggyel nőhet vagy csökkenhet az első 
úrnában lévő fekete golyók száma. A rendszer akkor marad az i-edik ál- 
lapotban, ha ugyanolyan színű golyót húzunk a két úrnából: 


Diz — P ( feketét húzunk" ) 4 P ( , fehéret húzunk") — 


— P (elsőből feketét húzunk" ) - P (, másodikból feketét húzunk?" ) -- 
--P ( , elsőből fehéret húzunk?" ) - P (, másodikból fehéret húzunk") — 
d .§—-i, W-i ú  A(N—úi 
NN ON NN N2 07 
A rendszer akkor kerül át az i--1-dik állapotba, ha az első úrnából fehéret, 

a másodikból feketét húzunk: 


N—-i N—i ti 














Di,i--1 — WE adi N N 
Hasonlóan: j 
KN it fi 
VEZSZSZN ösze NN sza N . 
A szélső átmenetvalószínűségek: poo — 0,Po1 —1.PN.N —0,Pw5N—1—1 


Nem, mert P(99) (a stacionárius eloszlás) nem független a kezdeti elosz- 
lástól, hiszen az 1-es és a 2-es állapot is ,nyelő", ha tehát pl. PO E 
( 0 1 0 ), akkor 


PC) - PP PO (0 1 Óz 
de ha PV) — ( 0 0 1 ), akkor 


RÉ z. pén a BY s (0 o : ll 
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IV.74 A sorhossz a pufferben legfeljebb eggyel nő vagy csökken. 
Ha üres a sor, akkor 
P(, nő" ) Szt P( jött új igény" ) s 3 
P(, helyben marad") — 1— P(,nő") — §. 
Ha van várakozó igény és nincs tele a sor, akkor 
Ft , 167) — P(, nem állt rendelkezésre a. csatorna" ) : P(, jött új igény" ) — 
1 


43 47 
P( , csökken" ) — P( , rendelkezésre állt a csatorna" )-P( , nem jött új igény" ) 
12. 1 


HR B 

P(, helyben marad") — 1— P(, nő") — P(, csökken" ) — 5. 

Ha tele van a sor, akkor 

P ( , csökken" ) — P(, rendelkezésre állt a csatorna? ) - P(, jött új igény" ) — 
EZ. -1 

137 6. j 

P(, helyben marad" ) — 1 — P(, csökken" ) — §. 
Tehát az átmenetmátrix: 


is 

Il 
o ODO OSIKOIR 
oO Oal-zl-xak 
olik o oO 


oolrgl-si- o 
al-ilssek o o 


IV.75 Első megoldás: Tekintsük pl. az alábbi átmenetvalószínűség mátrixot: 


1I — 


Ha e 
a a s 


0 
1 
0 





A lánc periódikus, nem létezik a P"9" eloszlás határértéke, mert 


Ppö9 sz (1 Űú 8], 
pánt ej ( Ü Tf Ő ) , 


Második megoldás: Tekintsük most az alábbi átmenetvalószínűség mátrix- 
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Öt: 


Otol-htol- 
DO KI-HEI- 
FOOD 


 . 
i 


0] 


0 ta] - 
hat 


PC) nem független a kezdeti eloszlástól, mert ha pl. P(9) — ( LL b 8 3 
akkor P(9.ben a 2-es állapot valószínűsége 0, hiszen a  0-ás állapotból 2- 
es nem elérhető, de ha PR — (ú B 3 ja akkor P(P9 ben a 2-es állapot 
valószínűsége 1. 


ÍV.76 Látható, hogy 
Za S SES Hgt be 


ahol az Y, csak az aktuális X,-1 vagyon nagyságától függően lehet O, 1, —1, 
amiből látszik, hogy Xn feltételesen független a korábbi .X; értékektől, 
tehát (Xn,n 2 0) Markov-lánc. Az átmenetvalószínűség mátrixa: 


1—p Dp 0 0 0 0 te. 0 

1—p 0 p 0 0 0 te. 0 

0 1—p 0 Dp 0 0 . 0 
4 4 8 j 

0 0 0 --. 0 1-—-p 0 p 

0 0 0 --- 0 0 1-—-p p 


ÍIV.77 Mivel a Markov-lánc homogén, 


P(X6—3]X45-19—P(X2—3].Xo—1) — 9. 


hoki 
z 0 0 3 
ia Üü 


Az X5 eloszlása 
pé) — PO) . TI?) — PO) . HM? — 
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£ i 3 

sz af 1 i 0 3 zi 7 1 1 13 

(zzz 00 3) § o : -(3 tt 3 a). 
1 0 13 


aRDOD 


IV.78 A P(9) határeloszlás a P — P - II egyenlet eloszlás megoldása. Legyen 
P — ( bo Pi Pz B3 ) - Ekkor a 


0 3 o s§ 
0 ó 1 1 
( po pi P2 Dz): 0 0 § Í — ( po pi P2 Ds3 ),;, 
1 1 
3 0 0 7 
Pot pitpotpz — 1 
egyenletrendszert kell megoldani, azaz 
1 — 
393 —m Bo 
1 s— 
B, ag 
Pi — B 
potPitbotőz 5 1 
A megoldás: 
00 ü Ő Et 
etető úm a 7) 


IV.79 A mutációk sorozata leírható Markov-lánccal, melynek állapotai 1, 2, 3), ..., 
N mutációk. Az átmenetvalószínűség mátrix: 


a a az 
AH gi N—I N—-i 
(6 4 E! (84 (a 4 
zés — a 7 7 
N-—I N-1 77-i 
II — : 
az EB eg c ZŐK sz 
7-1 NI ma íirü 


Tegyük fel, hogy a kezdeti mutáció az 1-es. Ekkor a többi (i — 2, 3, ..., N ) 
N — 1 mutáció összevonható egy állapottá, hiszen most csak az a kérdés, 
hogy a kezdeti mutációban van-e vírus, vagy sem. Az új kétállapotú 
Markov-lánc állapotait 0-val és 1-gyel jelöljük. Az 1-es állapot az 1-es 
mutációhoz, a 0 az összevonthoz tartozik. Az átmenetvalószínűségek: 


pi1 — 1— a, Pio — a. 


Mivel minden más mutációból 4-7 valószínűséggel alakul át a vírus az 


1-esbe, ezért 
a 


N—-1 








— —— —spoo—1 
P01— W-1 Doo — 
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A kérdés tehát p . Feltesszük tehát, hogy 249 1. 


(a 4 


Ba EN [971 N—1 jaz9ata, 1— a ) 
Oz d ég 





P2 — p() (( io NT je 
— TT [87 1— a 


— PO — ( a(1—a)ra— sz. Ms níjtáe ) 


Tehát a keresett valószínűség: 9 zz S a 34 (1— a). 
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Kritikus értékek meghatározása próbákhoz 


A statisztikai próbák (az u-, t-, F- és x?- próbák) megoldásainál a döntések 
kiértékeléséhez szükség van adott szignifikancia-szinthez tartozó kritikus értékek 
meghatározására. A példatárak ezt általában a függellékben közölt különböző 
táblázatok segítségével oldják meg. Mi megmutatjuk, hogy a Microsoft Ex- 
cel program segítségével (ami minden háztartásban megtalálható napjainkban), 
hogyan lehetséges a kritikus értéket meghatározni. A megoldást a magyar ver- 
ziójú program parancsaival adjuk meg. 


1. Standard normális eloszlás kritikus értékeinek meghatározása Microsoft 
Excel segítségével. Ha a szignifikancia szint c, akkor egy cellában adjuk ki 


a 
—INVERZ.NORM(1 — 6t 0; 1) 


parancsot, amire megjelenik a kívánt kritikus érték. Pl. z — 0,05 esetén 
az -—INVERZ.NORMK(0,975;0;1) értéke: 1,96. 


2. A Student-eloszlás kritikus értéke az cz szignifikancia-szint és az f szabad- 
ságfok mellett: 
-INVERZ.T(S; f). 
Pl. c — 0,05 és f — 10 esetén —INVERZ.T(0, 025; 10) értéke: 2,228139. 


3. Az F eloszlás kritikus értékének meghatározása az c szignifikancia-szinthez 
az fi, fe szabadságfokokhoz: 


-INVERZ.F (e; fiz fo). 


Pl. c — 0,05 és fi — 10, fo — 12 esetén —INVERZ.F(0, 05; 10; 12) értéke: 
2,75339. 


4. A x?eloszlás kritikus értékének számolása az c szignifikancia-szint és az f 
szabadságfokhoz: 
-INVERZ.KHI(e; f). 


Pl. € —0,05 és f — 5 esetén —INVERZ.KHI(O0, 05; 5) értéke: 11,07048. 


Té 


Jelölések 


4 a ,létezik? kvantor 
V a ,minden egyes" kvantor 
—  — ,akkor" , illetve , következik" 


hszái , akkor és csak akkor" , illetve az ekvivalencia reláció 
3 nem következik" 
JJ , definíció szerint?" 


ss azonosan egyenlő 
£A nem egyenlő 
szi 


eleme 
fT:A—c B az A halmazt a B-be leképező függvény 
(r,y,2z,...h az T,y,z,... elemekből álló halmaz 


him B f(r) - f(la10) az f függvény jobb oldali határértéke az a pontban 
r—ra 

lim v f(3) 5 f(la— 0) az f függvény bal oldali határértéke az a pontban 
DT— ra 


exp(z) — e? az exponenciális függvény 
In(z) S logox a természetes alapú logaritmus függvény 


00 
T(2)5fe tt" !dt a gammafüggvény 
0 
Tt 
2.525 xitxr2t::--hb Xn  n-tagú összeg 


] ] üz E Ti eae eve Xn — n tényezős szorzat 


max (1 eFedta eve ait az argumentum maximuma 

min (zi Ha Ta TF -7:-k 2 sZEŰ a az argumentum minimuma 

CA z HZÉRT pi o nalatta k, binomiális együttható 

R a valós számok teste 

RP a valós szám p-esek vektortere 

R"-M — a valós komponensű n X m-es mátrixok halmaza 

re RP  Dp-dimenziós oszlopvektor 

AE R""M — n Xx m-es mátrix 

TE-s [dt Ügyes ze , tp)  pP-dimenziós sorvektor, , 1" a transzponálás jele 


Is 


AT az A mátrix transzponáltja 
AT! az A e€ R""" mátrix inverze 
det A az z A € R""" mátrix determinánsa 


Il 


véletlen k kísérlet 
a X-val kapcsolatos elemi események halmaza, a biztos esemény 
lehetetlen esemény 
W, W; a 2 — elemi kér! 
, Az; Bis" C 2 események 
az S EGELHEYE 0-algebrája 
az A esemény ellentett eseménye 


SEVEN 


Bi? jak 
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hn 
II A; A: B események szorzata (metszete) 
i—1 


n 
2. A; A-B események összege (uniója) 
i—1 


AMWB—- A-B események különbsége 

P:S c [0,1] valószínűség 

P(A) az A esemény valószínűsége 

P(AIB) az A cseménynek a B eseményre vett feltételes valószínűsége 
KK YZ2Z,..., KK; YrZis-r. : 2 -7IR valószínűségi változók 

Rx az X értékkészlete 

Fx(x) az X valószínűségi változó eloszlásfüggvénye, Fx(x) — P(X c 2) 
pEP(X-—mx) az X diszkrét valószínűségi változó eloszlása 

Tx(x) az X folytonos valószínűségi változó sűrűségfüggvénye 
fxiy(zly) az X-nek az Y-ra vett feltételes sűrűségfüggvénye 

EX az X valószínűségi változó várható értéke 

ex azx valószínűségi változó szórásnégyzete vagy varianciája 

oX ő 1V0o02X az X valószínűségi változó szórása 

RÉX Y) az X és Y valószínűségi változók korrelációs együtthatója 
cov(X,Y) az X és Y valószínűségi változók kovariancia 


Fox... xp( Ta T2 tt Tp)— FxÚ(z) együttes eloszlásfüggvény 
TESz sg xXp (e eláes ceg üg) s fx(2) együttes sűrűségfüggvény 


EX- (EX,,EX2,..., EX)" várhatóérték-vektor 

XX: (cov( X;, Xj))  kovarianciamátrix (ij E (1.p)) 

X € I(A) vagy X e I(p) az A esemény indikátora, p — P(4A) 
X € B(ín,p) n,p paraméterű binomiális eloszlás 

X € Hg(n, F,N) n,F,N paraméterű hipergeometriai eloszlás 
X E Po(h) A paraméterű Poisson-eloszlás 

X E€ G(p) Dp paraméterű geometriai eloszlás 

Xe Pol(n, D4. D2;:::;Dr) — polinomiális eloszlás 

X E U(a,b) egyenletes eloszlás az (a, b) intervallumon 

X E E(D)) A paraméterű exponenciális eloszlás 

X € N(u,c) u, ,c paraméterű normális eloszlás 

X E€ N(0,1) standard normális eloszlás 

X eI(n,A) n,A paraméterű gamma-eloszlás 

Xe N.(ux) normális vektor, 4 a v.é. vektor, 7 a kovarianciamátrix 
X Etna, az n szabadságfokú Student- (t-) eloszlás 

X E Fnm az n,mn szabadságfokú Fisher- (F-) eloszlás 

X c aa az n szabadságfokú x?- (khi-négyzet) eloszlás 

De (Tt) az u, c paraméterű normális eloszlás eloszlásfüggvénye 
Pus(T) az u4,C paraméterű normális eloszlás sűrűségfüggvénye 
$(x), píz) a standard normális eloszlásfüggvény ill. sűrűségfüggvény 
II — (pij)  egylépéses átmenetvalószínűség mátrix 

D:j — P(X1—jl] Xo-—i) egylépéses átmenetvalószínűség 
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A feladatgyűjtemény több mint 500, a valószínűségszámítás témakörébe eső 
feladatot tartalmaz részletes megoldással együtt. Ezen felül vannak fela- 
datok a matematikai statisztika és a Markov-láncok területéről is. Az anyag 
a BME ötéves és BSc műszaki informatikus hallgatók évtizedes oktatása során 
felgyűlt zárthelyik, vizsgasorok alapján állt össze. A feladatok zöme évekig 
letölthető volt a tantárgy honlapjáról is, a gyakorlatok ezek köré a feladatok 
köré szerveződtek. A hallgatók sokszor kifogásolták, miért nincsenek fenn 
a neten a feladatok megoldásai, mert ez nagyban segítené őket a felkészülés- 
ben. Nos, ebben a példatárban mindegyik feladat részletes megoldása 
megtalálható! A feladatok szövegei közé illesztett, a tartalomhoz — sok- 
szor csak laza asszociációval — kapcsolódó rajzok, karikatúrák, illusztrációk, 
viccek, aforizmák azt a célt szolgálják, hogy kissé felvidítsák az olvasót és 
oldják azt a ,természetes idegenkedést" amelyet egy ilyen tartalommal 
való találkozásnál a diákok általában érezni szoktak. A szerkesztők hisznek 
abban, hogy akinek jó a humorérzéke, annak jó feladat-megoldó érzéke is 
van! Remélik, hogy hathatós segítséget nyújtanak a valószínűségszámítás 


tantárgy sikeres teljesítéséhez és talán megszerettetéséhez! 
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